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Einfiihrung

In dieser Arbeit wird eine Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation
entwickelt, welche speziell an die Problemstellung der Bildanalyse angepasst ist. Uber die
Eigenschaften dieser Konstruktion werden neue Resultate fiir eine Klasse von Wavelet-
Transformationen iiber semidirekten Produkten gewonnen. Die praktische Verwendbarkeit
dieser Diskretisierung wird an einem konkreten Anwendungsbeispiel aus der medizinischen
Bildverarbeitung, der digitalen Mammographie, demonstriert. Die dabei erzielten Resul-
tate tibertreffen bekannte Arbeiten auf diesem Gebiet.

Wavelet-Analysis

Die Wavelet-Analysis ist eine Methode zur Signaldarstellung, die in den letzten Jahren
in der Mathematik, der Physik und den Ingenieurwissenschaften popular wurde. Die der
Wavelet-Theorie zugrunde liegenden Ideen sind jedoch nicht neu. Thre besondere Leistung
besteht darin, dass sie aus verschiedenen mathematischen und ingenieurswissenschaftli-
chen Disziplinen bekannte Ansétze in einer einheitlichen Sprache zusammenfasst.

Die Wavelet-Analyse basiert auf einer Integraltransformation, als Wavelet-Transformation
bekannt. Allerdings gibt es nicht eine, sondern eine Vielzahl verschiedener kontinuierlicher
und diskreter Wavelet-Transformationen. Thnen gemeinsam ist die Grundidee, Funktio-
nen f durch Vergleich mit einem Funktionensystem (1) e zu analysieren, wobei diesem
Funktionensystem eine Struktur zugrunde liegt: Alle Elemente gehen durch gewisse Grup-
penoperationen aus einem Frzeugenden v, dem Wavelet, hervor. Weiter kann die Funk-
tion f aus den Koeffizienten (f,,) stabil rekonstruiert werden. Fiir die kontinuierliche
Wavelet-Transformation iiber einer lokalkompakten Gruppe ' 1asst sich dies schreiben als

;= /G (o) dpc

Zur Motivation der in dieser Arbeit entwickelten Diskretisierung werfen wir einen Blick
zurlick auf die Entwicklung der Wavelet-Theorie. Thren Ursprung finden Wavelets bei
J.-P. Morlet, der affine Wavelets zur Analyse seismischer Daten einsetzte. Obwohl A. Gross-
man, J. Morlet und T. Paul [GM84] friith erkannt haben, dass den Wavelets eine Gruppen-
struktur zugrunde liegt, wurde diese Richtung nicht weiter verfolgt. Grund dafiir war ein
anderer Trend, die Multiskalenanalyse, der das Geschehen in den néchsten Jahren domi-
nierte. Y. Meyer und S. Mallat [MH92] erkannten, dass Orthonormalbasen aus Wavelets

il



konstruiert werden konnen, I. Daubechies [Dau92] konnte sogar Beispiele mit kompaktem
Trager entwickeln. Wavelets werden hier, aus dem Blickwinkel der Approximationstheorie,
als Basistransformation betrachtet. Ein schneller Algorithmus brachte den Durchbruch fiir
die praktische Anwendung auf eindimensionale Signale in der digitalen Signalverarbeitung
wie z. B. der Nachrichtentechnik.

Die Multiskalenanalyse eignet sich besonders zur Kompression von Daten sowie zur nicht-
parametrischen Regression, der Rauschfilterung von Signalen. Hier kommt der Ansatz der
Basistransformation zum Tragen. Die Multiskalenanalyse fithrt fiir eine grofie Klasse von
Funktionen auf eine diinn besiedelte Darstellung, d.h. viele Koeffizienten sind vom Be-
trag sehr klein. Jedoch ergeben sich Probleme bei dem Versuch, die Multiskalenanalyse
in héhere Dimensionen zu verallgemeinern. Insbesondere affine Operationen wie Rotation
kénnen in dem Konzept nicht befriedigend eingesetzt werden. Das strenge Korsett der
Orthonormal- oder Riesz-Basis fiithrt zu Restriktionen bei der Konstruktion von Wavelets,
die gewisse Skalierungsgleichungen erfiillen miissen. Verallgemeinerungen iiber Tensorpro-
dukte machen sich insbesondere bei Anwendungen in der Bildverarbeitung durch stérende
Artefakte bemerkbar, da die Richtungen der Ordinatenachsen bevorzugt werden. Ebenso
kann die fiir die Bildanalyse zentrale Forderung nach einer translationskovarianten Dar-
stellung nicht mit Basen erfiillt werden. Die Multiskalenanalyse eignet sich deshalb, trotz
des Namens, nicht fiir eine prézise Analyse von Bilddaten.

Bei der Problemstellung der Bildanalyse ist man daran interessiert, ein Bild in inter-
pretierbare Bestandteile zu zerlegen, um Informationen iiber die lokale Struktur zu ge-
winnen. Affine Operationen, wie Skalierung und Rotation auf dem Wavelet, sind dafiir
hervorragend geeignet und fithren auf unitére Darstellungen lokalkompakter topologischer
Gruppen. Zu jeder quadratintegrierbaren Gruppendarstellung ist kanonisch eine Wavelet-
Transformation definiert. Zur eindimensionalen affinen Gruppe gibt es eine natiirliche
Verallgemeinerung in héhere Dimensionen, die m-dimensionale Fuklidische Gruppe mit
Dilatation. Damit erweist sich der darstellungstheoretische Zugang zu Wavelets als fiir die

Bildanalyse besser geeignet [Mur90, Ant98].

Jedoch bleibt das Problem, diese kontinuierlichen Wavelet-Transformationen zu diskreti-
sieren, um sie fiir praktische Anwendungen zugénglich zu machen. Eine Diskretisierung
sollte die Vorteile des kontinuierlichen Ansatzes erhalten, indem fiir die Bildanalyse wich-
tige Eigenschaften wie z. B. Translationskovarianz auf die Diskretisierung tibertragen wer-
den. Es sollte aber auch eine effiziente Implementation méglich sein.

Eine solche Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transformationen wird in dieser
Arbeit am Beispiel der digitalen Mammographie entwickelt.

Digitale Mammographie
In Westeuropa und den USA gilt Brustkrebs als hdufigste Todesursache bei Frauen im
Alter von 35 bis 55 Jahren. Die Fritherkennung von Brustkrebs hat bei dem Ziel, die

Sterblichkeitsrate zu senken, eine zentrale Bedeutung. Unter den bildgebenden Verfahren
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ist nur die Mammographie, die Réntgenaufnahme der Brust, geeignet, frithe Anzeichen
eines Krebstumors abzubilden.

In den letzten Jahren wurde sehr intensiv an automatischen Analyse-Verfahren geforscht,
die den Radiologen bei der Identifikation abnormaler Strukturen in Mammographien un-
terstiitzen [AU96, WDB*93]. Studien zeigen, dass die Befundsicherheit durch solche Ver-
fahren deutlich verbessert werden kann [AHB*93]. Hier spielt besonders die Erkennung
und Klassifikation von Mikroverkalkungen eine wesentliche Rolle bei der Krebsfrither-
kennung [HK*96]. Die Zerlegung des Bildmaterials in Komponenten auf verschiedenen
Skalen ist ein natiirliches Vorgehen bei der Suche nach Mikroverkalkungen, da diese in
verschiedenen Gréflen auftreten. Deshalb finden sich unter den vorgeschlagenen Verfahren
viele Wavelet-basierte Anséitze [CW95, SHI6, WKO98]. Die hier auftretenden Problemstel-
lungen — von der Rauschunterdriickung und Aufbereitung des Bildes {iber Segmentation
bis zur Extraktion von Merkmalen zur Klassifikation der Verkalkungen — bieten typische

Anwendungsfelder fiir Wavelet-Methoden [AU96, CW95].

In dieser Arbeit wird speziell die Hervorhebung von Mikroverkalkungen in digitalen Mam-
mographien untersucht. Die fiir diese Aufgabe notwendige Flexibilitdt bei der Diskreti-
sierung der Skalen und der Wahl des Wavelets ist mit klassischen Wavelet-Frames nicht
gegeben. Die neu entwickelte integrierte Wavelet-Transformation wird als die geeignete
Loésung fiir diese Problemstellung vorgestellt. Dariiber hinaus wird ein Beitrag zur Rausch-
filterung geleistet und Merkmale auf Wavelet-Koeffizienten fiir die Detektion von Mikro-
verkalkungen untersucht.

Aufbau der Arbeit

Im ersten Kapitel stelle ich bekannte Grundlagen zur Wavelet-Transformation tiber lokal-
kompakten Gruppen zusammen. Speziell wird eine Klasse von Wavelet-Transformationen
iiber semidirekten Produkten des R” mit einer Dilatationsgruppe H eingefiihrt. Fiir diese
wird in den folgenden Kapiteln eine neue Diskretisierung abstrakt untersucht. Ein Spe-
zialfall, die Euklidische Gruppe mit Dilatation, wird im zweiten Teil der Arbeit fiir die
Anwendung auf Mammographie-Bilddaten genutzt.

Es ist bekannt, dass der Bildraum der Wavelet-Transformation als Hilbert-Raum mit
reproduzierendem Kern aufgefasst werden kann. Dies nutze ich, um bekannte Aussa-
gen iiber Eigenschaften von Wavelet-Transformationen als Spezialfille dieses allgemei-
neren Kontextes herzuleiten (Korollare 1.22, 1.24 und 1.33). Die Redundanz der Wavelet-
Transformation erlaubt eine gewisse Freiheit bei der Wavelet-Synthese. Dies fiithrt auf
verallgemeinerte Wavelet-Transformationen, fiir die jedoch kein reproduzierender Kern
mehr existiert (Lemma 1.28). Ich stelle Rekonstruktionsformeln fiir diesen verallgemei-
nerten Fall fiir die oben erwéhnte Klasse von Wavelet-Transformationen iiber semidirek-
ten Produkten zusammen (Satz 1.29, Lemma 1.34 und Lemma 1.35). Darauf aufbauend
fithre ich eine alternative Rekonstruktion — die Morlet-Rekonstruktion — in diesem allge-
meinen Kontext ein: Fiir die Wavelet-Transformation zu einer lokalkompakten Gruppe
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Ich zeige fiir diese Rekonstruktion analoge Rekonstruktionsformeln (Proposition 1.38, Satz
1.39 und Satz 1.41). Weiter vergleiche ich die unterschiedlichen Zuléssigkeitsbedingungen
zwischen klassischer Rekonstruktion und Morlet-Rekonstrukion (Korollare 1.43 und 1.46).

Im zweiten Kapitel wird der bekannte Ansatz zur Diskretisierung der kontinuierlichen
Wavelet-Transformation durch Abtasten der Wavelet-Koeffizienten vorgestellt. Die gefor-
derte Translationskovarianz der Diskretisierung fithrt auf Wavelet-Frames und eine ef-
fiziente Implementation mit Hilfe der diskreten Fourier-Transformation. Fiir die in der
Praxis hdufig verwendete dyadische Wavelet-Transformation von 5. Mallat zeige ich, dass
die zweidimensionale Transformation als spezielle Diskretisierung einer kontinuierlichen
Gruppe aufgefasst werden kann (Bemerkung 2.24). Sie ist damit einem Tensorproduktan-
satz iiberlegen.

Kern meiner Arbeit sind das dritte und vierte Kapitel. Hier fithre ich eine alternative
Diskretisierung — die integrierte Wavelet-Transformation — ein, welche nicht durch Ab-
tasten, sondern durch lokale Mittelung iiber Wavelet-Koeffizienten konstruiert wird. Die
zugrunde liegende Idee wurde von M. Duval-Destin, M. A. Muschietti und B. Torrésani
[DDMT93, MT95] fiir eindimensionale affine Wavelets formuliert. Im Mittelpunkt steht
dort das Ziel, ein kontinuierliches Analogon zur Multiskalenanalyse zu konstruieren. So
wurden die Begriffe der Skalierungsfunktion, sowie Skala und Detail von der Multiskalen-
analyse auf die kontinuierliche Transformation iibertragen. Diese Ansitze verallgemeinere
ich in Kapitel 3 auf die Wavelet-Transformation iiber der m-dimensionalen Fuklidischen
Gruppe mit Dilatation R™ x (R x SO(m)). Damit werden sie fiir die Bildverarbeitung
zuginglich. Das integrierte Wavelet U7 zu einem Wavelet 1 lautet (Definition 3.10)

— 1 a5 T d d
Do (w)[* = c_/ |, By ()P
v ag41 K

a

Dieser Definition fiige ich einen Phasenfaktor hinzu (Definition 3.15). Er spielt keine Rolle
fiir die Rekonstruktion. Jedoch zeige ich (Sétze 3.16 und 3.19), dass er notwendig ist, falls
die integrierte Transformation die kontinuierliche approximieren soll.

Analog werden, auf der in Kapitel 1 untersuchten Morlet-Rekonstrukion autbauend, Morlet-
integrierte Wavelets und eine Morlet-integrierte Wavelet-Transformation definiert.

Neu ist die Betrachtung von Frames aus integrierten Wavelets. Ich zeige, dass integrierte
Wavelets auf feste Familien von Faltungsoperatoren fiithren (Satz 3.45) und weiter feste
Frames (Sétze 3.46 und 3.49) erzeugen. Diese Eigenschaft ist wesentlich fiir die Existenz
effizienter Algorithmen, da in diesem Fall die aufwendige Berechnung des dualen Frames
entfallt (Bemerkung 2.9). Besonders interessant ist, dass dieses Resultat unabhéangig von
der Wahl der Diskretisierung der Dilatationsgruppe ist. Damit bieten integrierte Wavelets
hohe Flexibilitdt. So kann die Diskretisierung dynamisch an die Erfordernisse der Bildana-
lyse angepasst werden. Dies ist mit bisher bekannten, durch Abtasten gewonnenen Frames
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nicht moglich. SchlieBlich stelle ich den Zusammenhang zur klassischen Konstruktion von

Wavelet-Frames durch Abtasten her (Korollar 3.52).

Die Ideen des Mallat-Algorithmus nutzend, kann ein flexibler Algorithmus mit integrierten
Wavelet-Filtern konstruiert werden. Diesen in [MT95] vorgestellten Algorithmus tibertrage
ich auf den mehrdimensionalen Fall (Satz 3.41). Im Gegensatz zum mehrdimensionalen
Mallat-Algorithmus, der nur zwei orthogonale Richtungen erlaubt, kann die Operation der
Rotation hier beliebig diskretisiert werden. Damit ist der Algorithmus fiir die Bildanalyse
geeignet. Leider ist er nicht sehr effizient (Lemma 3.44). Deshalb entwickele ich alterna-
tiv einen schnellen Algorithmus zur Implementation integrierter Wavelets auf Basis der
schnellen Fourier-Transformation (FFT) (Abschnitt 6.6). Beiden Algorithmen ist gemein,
dass die grofle Freiheit bei der Wahl des Wavelets nur noch eine approximative Berechnung
der Wavelet-Koeffizienten erlaubt. Fiir meinen Algorithmus ist aber weiterhin eine exakte
Rekonstruktion moglich (Lemma 6.8), fiir den in [MT95] vorgestellten dagegen nur fiir
Morlet-integrierte Wavelets (Bemerkung 3.43). Diese exakte Rekonstruktion unterschei-
det die Implementation integrierter Wavelets von bekannten ,naiven“ Implementationen
der kontinuierlichen Transformation mit Hilfe der FFT.

Die Charakterisierung der lokalen und punktweisen Regularitét einer Funktion durch
das Abklingverhalten ihres Wavelet-Koéffizienten entlang Maxima-Linien ist eine der fiir
die Signalanalyse bedeutendsten Eigenschaften der kontinuierlichen Wavelet-Transforma-
tion [MZ92]. Diese Charakterisierung der Lipschitz-Regularitat wird auch in Kapitel 7
zur Anwendung auf Mammographien fiir die Konstruktion von Merkmalen genutzt. Fiir
die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation iibertrage ich diese Charakterisierung so-
wohl fiir lokale Lipschitz-Regularitdt (Lemma 3.60 und Satz 3.63), wie auch punktweise
Lipschitz-Regularitat (Satz 3.65) auf die diskrete Transformation. Obwohl die (Morlet-)
integrierte Wavelet-Transformation die kontinuierlichen Wavelet-Koeffizienten nur appro-
ximiert, enthalt sie den fiir die Bildanalyse wesentlichen Informationsgehalt.

In Kapitel 4 verallgemeinere ich die Diskretisierung durch integrierte bzw. Morlet-in-
tegrierte Wavelets auf Wavelet-Transformationen {iber semidirekte Produkte R™ x H
(Definition 4.3). Fiir allgemeine Gruppen gibt es den gewohnten Begriff der Skala nicht.
Ich fithre statt dessen ein abstraktes Analogon ein (Definition 4.1).

Die bereits in Kapitel 3 gefithrten Betrachtungen zur Konstruktion fester Frames iiber-
trage ich auf diesen allgemeinen Fall (Satze 4.7, 4.9 und Korollar 4.10). Die Diskreti-
sierung mit integrierten Wavelets kann auch als Konstruktion von Wavelets fiir feste
Wavelet-Frames verstanden werden. Bei dieser Betrachtung stellt sich die Frage, wie
reichhaltig diese Konstruktion ist. Ich zeige dazu, dass die Konstruktion integrierter
und Morlet-integrierter Wavelets als Faltung beziiglich der Dilatationsgruppe H aufge-
fasst werden kann (Formel (4.8)). Damit gewinne ich Aussagen tiber Eigenschaften in-
tegrierter Wavelets (Lemma 4.16) und die Injektivitat der Konstruktion des integrierten
Wavelets beziiglich der Dilatationsgruppe R (Lemma 4.20) und der Rotationsgruppe
SO(2) (Lemma 4.21). Mit Hilfe von Resultaten iiber die Wiener-Algebra A(G) kann
ich insbesondere zeigen, dass eine grofle Klasse fester Wavelet-Frames durch integrierte

Wavelets erzeugt wird (Satze 4.35, 4.38 und Korollar 4.36).
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Die praktische Verwendbarkeit integrierter Wavelets demonstriere ich im zweiten Teil
der Dissertation anhand einer Anwendung in der medizinischen Bildverarbeitung, der
digitalen Mammographie.

Kapitel fiinf fithrt in die Problemstellung der digitalen Mammographie ein. Weiter wird
das notwendige Werkzeug zur Mustererkennung in der Bildverarbeitung zusammenge-
stellt. Dies sind insbesondere die Konstruktion angepasster Filter sowie die Theorie der
Bayes-Klassifikation. Neu ist ein Modell fiir Mikrokalk, welches die Wahl eines geeigneten
Wavelets motiviert.

In Kapitel sechs untersuche ich speziell den Aspekt der Kontrastverbesserung und die
Hervorhebung von Mikroverkalkungen in der digitalen Mammographie. Die zugrunde lie-
gende Idee ist, diese Operationen nicht direkt auf dem Bild durchzufiihren, sondern das
Bild mit Hilfe der Wavelet-Transformation in interpretierbare Bausteine zu zerlegen, auf
denen der Operator eine moglichst einfache Gestalt hat.

Mammographie mit

Mammographie hervorgehobener Struktur
wT Wi+
Diskretisierter Modifizierter
Wavelet-Koeflizient Wavelet-Koeflizient

Die Wahl der Diskretisierung der Wavelet-Transformation spielt nun fiir die Wirkung ei-
nes Operators zur Hervorhebung eine zentrale Rolle. Diesen Zusammenhang diskutiere ich
ausfithrlich und zeige, dass integrierte Wavelets aufgrund Threr Flexibilitat besonders fiir
diese Aufgabe geeignet sind. Bekannte Resultate zur Hervorhebung von Mikroverkalkun-
gen tibertreffe ich durch den Einsatz angepasster Wavelet-Filter (Beispiel 6.19) und der
Diskretisierung der Wavelet-Transformation durch integrierte Wavelets (Beispiel 6.20).
Aus diesen Ideen habe ich in Kooperation mit der IMAGETOOL GmbH ein neues Ver-
fahren zur Bildanalyse entwickelt, welches im Februar 2000 beim Deutschen Patentamt
zum Patent angemeldet wurde.

Mammographien weisen ein sehr schlechtes Signal-Rauschverhéltnis auf, da die Strahlen-
dosis zum Schutz der Patientin minimiert wird. Dieses Rauschen ist aufgrund physikali-
scher Phanomene von sehr komplexer Struktur und macht eine lokale, adaptive Rausch-
filterung der Bilddaten notwendig. Eine solche habe ich als Operation auf (Morlet-) in-
tegrierten Wavelet-Koeffizienten realisiert (Beispiel 6.14). Dabei erweist sich die Morlet-
integrierte Wavelet-Transformation den klassischen Wavelet-Frames deutlich {iberlegen
(Beispiel 6.13).

Die Arbeit schliefit mit einem Kapitel zur Detektion von Mikroverkalkungen. Im Gegen-
satz zur Hervorhebung, die nur ein fiir den Betrachter leichter lesbares Bild generiert, wird
bei der Detektion mit Hilfe eines Klassifikators eine Entscheidung geféllt, ob ein Bildpunkt
Mikrokalk darstellt oder nicht. Es werden neue Merkmale auf Wavelet-Koeffizienten, die
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durch das mathematische Fundament motiviert sind, definiert und exemplarisch unter-
sucht. Diese werden abschlieflend zur Konstruktion eines speziell an die Hervorhebung
von Mikrokalk entwickelten Operators genutzt (Beispiel 7.3).

Ausblick

Abschlielend mo6chte ich noch mégliche Ankniipfungspunkte fiir weitere Forschung auf-
zeigen.

Die in dieser Arbeit behandelten mathematischen Fragestellungen bauen zum Teil auf
der Dissertation von H. Fithr Zur Konstruktion von Wavelettransformationen in héheren
Dimensionen [Fiih97] auf. Das Hauptziel seiner Arbeit ist die Konstruktion von Wavelet-
Transformationen mit Hilfe quadratintegrierbarer Darstellungen. Dabei wird die Frage
nach einer Diskretisierung, sowie méglicher Implementation dieser Transformationen ge-
stellt und aufgezeigt, dass bisherige Ansétze zur Diskretisierung fiir diese neuen Trans-
formationen erhebliche Komplikationen involvieren. Dieses Problem l6se ich in Kapi-
tel 4, wenn auch anders als in [Fiih97] vorgeschlagen, durch die integrierte Wavelet-
Transformation. Eine wichtige offene Frage bleibt die Interpretation und Verwendbarkeit
der konstruierten Wavelet-Transformationen iiber semidirekten Produkten G = R™ x H.
Die Operation der Translation dient auch in héheren Dimensionen der Lokalisierung, die
Rolle verschiedener Dilatationsgruppen H ist bisher kaum untersucht. Ein Beispiel ist die
Arbeit von M. Duval-Destin, der in seiner Dissertation [DD91] die Verarbeitung visuel-
ler Reize durch unser Gehirn untersucht. Dort wird in einer Wavelet-Transformation die
Dilatationsgruppe (8 c91> im Zusammenhang mit Abstand und Bewegung von Objekten
aus dem physikalischen Modell motivert.

In Abschnitt 4.4 skizziere ich Ansédtze, wie die Konstruktion integrierter Wavelets weiter
verallgemeinert werden kann.

Die Problemstellung der Rauschfilterung tritt in dieser Arbeit an zwei Stellen auf. Zum
einen verallgemeinere ich in Abschnitt 5.4 eine Fehlerabschdtzung von Orthonormalba-
sen auf Frames, zum anderen demonstriert Beispiel 6.13, dass die Morlet-Rekonstruktion
einer Frame-Rekonstruktion {iberlegen sein kann. Zur Rauschfilterung in Orthonormal-
basen gibt es zahlreiche, tief in die Stochastik reichende weiterfiithrende Frgebnisse, z. B.
[DJ94, JS97]. Soweit mir bekannt ist, wurde die Verallgemeinerung auf Frames bisher ge-
nauso wenig untersucht, wie Rauschfilterung mit Morlet-Rekonstruktion. Es stellt sich die
Frage, inwieweit weitere klassische Frgebnisse iibertragen werden kénnen und fiir welche
Regressionsprobleme die jeweiligen Methoden optimal sind.

Zu den in den lezten beiden Kapiteln behandelten angewandten Fragestellungen bie-
ten sich zahlreiche Ankniipfungspunkte in die Ingenieurswissenschaften, wie zum Beispiel
Merkmalselektion und Klassifikation.
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Kapitel 1

Kontinuierliche
Wavelet-Transformation

Die ersten vier Kapitel dieser Arbeit befassen sich hauptsidchlich mit der Konstruktion
einer fiir die Analyse digitaler Mammographien geeigneten Diskretisierung der kontinu-
ierlichen Wavelet-Transformation. Die Wavelet-Transformation wird dabei als eine durch
eine quadratintegrierbare Darstellung einer lokalkompakten Gruppe definierte Integral-
transformation eingefiithrt. Fiir die konkrete Anwendung im zweiten Teil der Arbeit wird
nur die Euklidische Gruppe mit Dilatation betrachtet. Die Konstruktion der Diskretisie-
rung entwickele ich in Kapitel 4 in gréflerer Allgemeinheit fiir eine Klasse von Wavelet-
Transformationen iiber semidirekten Gruppen.

In diesem ersten Kapitel werden Grundlagen zur kontinuierlichen Wavelet-Transformation
zusammengestellt. Im Mittelpunkt der Betrachtung steht dabei der darstellungstheoreti-
sche Zugang. Die Wavelet-Transformation wird in Abschnitt 1.1 fiir quadratintegrier-
bare Darstellungen von lokalkompakten Gruppen definiert. Wir betrachten in Abschnitt
1.2 speziell eine Klasse semidirekter Produkte, die tiefere Strukturaussagen iiber die zu-
gehorige Wavelet-Transformation ermoglichen. Die in diese Klasse gehorende Euklidische
Gruppe mit Dilatation spielt fiir die folgende Anwendung in der Bildanalyse eine wesent-
liche Rolle und wird in Abschnitt 1.3 eingefiihrt.

Die Interpretation der Wavelet-Transformation als Hilbert-Raum mit reproduzierendem
Kern in Abschnitt 1.4 wird genutzt, Eigenschaften der Transformation aus diesem allge-
meinen Kontext herzuleiten. Dabei werden in Abschnitt 1.5 fiir den affinen Fall bekannte
Aussagen tiber die Wavelet-Synthese verallgemeinert. Eine besondere Art der Rekonstruk-
tion, die Morlet-Rekonstruktion, wird in Abschnitt 1.6 in diesem allgemeinen Kontext
eingefithrt und untersucht.

1.1 Definition der Wavelet-Transformation

Die Wavelet-Transformation lasst sich fiir jede quadratintegrierbare Darstellung einer lo-
kalkompakten Gruppe definieren.



Definition 1.1 Sei (i eine lokalkompakte Gruppe und (U, H) eine Darstellung von G.
Fine Funktion v € H \ {0} heifit zuléssig oder auch Wavelet, falls g — (¢, U,0) in
L*(G) liegt.

Die Darstellung U heifst quadratintegrierbar, wenn sie irreduzibel ist und eine zuldssige
Funktion +» € 'H existiert.

Seien f,p € H. Die Abbildung WTyf : g — (f,Uzp) heifit Wavelet-Koeffizient von f
Set (U, H) quadratintegrierbare Darstellung und o € H zulissig. Die Wavelet-Trans-
formation WT, zum Wavelet o ist definiert durch

WT,  H — LAG), [ WT.f.

Wavelet-Koeffizienten sind stetig aufgrund der schwachen Stetigkeit der Darstellung /.

Die behauptete Quadratintegrierbarkeit des Bildes WT, f iiber ¢ ist nicht trivial und
wird von M. Duflo und C. C. Moore in [DM76] gezeigt. Sie ist Teil (ii) des folgenden

Satzes. Wir zitieren hier nur die fiir das weitere Verstandnis notwendigen Ergebnisse.

Satz 1.2 [Fih97, Satz 1.1.2] Sei G eine lokalkompakte Gruppe und (U, H) eine irreduzible
Darstellung von G.

(i) U ist genauw dann quadratintegrierbar, wenn U dquivalent zu einer Teildarstellung
der linksrequldren Darstellung Mg von G ist.

(ii) Sei ¢ € H zuldssig. Dann ist WTyf € L*(G) fir alle f € H und die Wavelet-
Transformation WTy ist skalares Vielfaches eines unitiren Vertauschungsoperators
zwischen U und einer Teildarstellung von \g.

(iii) v € H ist genau dann zulissig, wenn WT, f € L*(G), fir irgendein f € H\ {0}.
Insbesondere ist WTy(H) C L*(G) genau dann, wenn i zulissig ist.

Der Satz gibt die Voraussetzungen fiir die Existenz der Wavelet-Transformation an. Die
Transformation erlaubt eine Rekonstruktion von f mit Hilfe des adjungierten Operators

WT,:
Satz 1.3 [Fih97, Satz 1.1.7] Sei (U, H) eine quadratintegrierbare Darstellung und ¢ € H
zulissig. Definiere Ty, : L*(G) — H durch das schwache Operatorintegral
1
1) = [ (PaalaWTo0) Ul ducta)
G
Dann ist Ty, der adjungierte Operator WT,, von WTy, und es gilt WT,, o WT, = Idy und
WTy 0o WT,, = Pimx) die Orthogonalprojektion auf Im(H).

Insbesondere gilt fiir alle f € H, die Wavelet-Synthese:

fZWﬁﬂWﬂfzi/MmM@%Wde (1.1)
Sy Ja



1.2 Wavelets iiber semidirekten Produkten

Wir betrachten als Gruppen speziell das semidirekte Produkt des R™ mit einer lokalkom-
pakten Gruppe H. Dieser Abschnitt stellt die fiir uns wesentlichen bekannten Resultate
zusammen, wie sie in der Arbeit von H. Fithr [Fiith97] ausfiihrlich untersucht werden.
Bei der Betrachtung verschiedener Rekonstruktionsformeln in den folgenden Abschnitten
wird auf diese Resultate zuriickgegriffen. Ebenso werden Aussagen iiber in Kapitel 3 defi-
nierte integrierte Wavelet-Transformation in Kapitel 4 fiir diese allgemeinere Familie von
Wavelet-Transformationen formuliert.

Sei ¢ = R™ x H, wobei H abgeschlossene Untergruppe der GGL(m,R) ist. Die Gruppe
H heifit Dilatationsgruppe. Die Gruppenmultiplikation fiir das semidirekte Produkt ist
gegeben durch (b,h) o (b',h') = (b + hb',hh'), wobei (b,h),(b/,h') € R™ x H = G. Sei
dX das Lebesgue-Mafl auf R™ und pg sei linkes Haar-Mafl von H. Das Haar-Maf} auf &
ist dann gegeben durch dug(z,h) = |det(h)| " dA(x)duy (), wie elementar nachgerechnet
werden kann [HR63, 15.29].

U: G — U(L*(R™)) bezeichne die quasiregulire Darstellung von &, d.h.

Uppy (@) := Tymn f() = |det(h)| /2 f (B (& — b).

U ist unitar und stetig.
Die Wahl H < G'L(m,R) ist keine Einschrankung, denn nach [Fiih97, Bemerkung 2.1.4]

sind damit in Hinsicht auf quasiregulére Darstellungen bereits alle Gruppen &, die topo-
logisches semidirektes Produkt von R™ mit einer beliebigen lokalkompakten Gruppe H
sind, abgehandelt.

Die Frage nach irreduziblen und weiter quadratintegrierbaren Teildarstellungen von U
wird von H. Fithr in [Fiih97] ausfithrlich behandelt. Weiter wird ein explizites Kriterium
fiir die Zuléssigkeit einer Funktion angegeben. Dazu spielt die zu U &quivalente Dar-
stellung auf Lz(Rm) die man aus Y durch Konjugation mit der Fourier-Transformation
erhélt, eine wesentliche Rolle. (@ +) ist die duale Gruppe zu (R™,4). Die Dualitat ist
gegeben durch w(z) := (z,w) == ™ 2 € R™w € R™. Die Operation von H auf Rm
von rechts lautet (x,w - h) := (hz,w).

Das ergibt eine Operation, d.h. w- (gh) = (w- g) - h, denn

<:1;,w : (gh)> = <(gh):1;,w> = <g(h:1;),w> = <h:1;,w : g> = <$, (w : g) ) h>7 gvh € H.
Im Fourier-Bereich operiert U auf LQ(@”) durch
m ‘d t(h ‘l/ze_ibwf(wh) fiir fast alle w € R™.

Die irreduziblen Teildarstellungen der quasireguldaren Darstellung lassen sich mit Hilfe
verallgemeinerter Hardy-Raume charakterisieren.
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Definition 1.4 Sei V C R™ messbar. Dann bezeichnet
Hy = {f € L*(R™); f(w) =0 fir fast alle w € H/@\V}
den verallgemeinerten Hardy-Raum zu V.

Die verallgemeinerten Hardy-Réume sind genau die translationsinvarianten Teilrdume des
L*(R™).
Es gilt der folgende

Satz 1.5 [Fih97, Satz 2.2.4] Sei H ein Teilraum von L*(R™). H ist genau dann invariant
unter U, wenn es ein messbares V.C R™ gibt mit VH =V und H = Hy.

Man kann nun zeigen, dass die irreduziblen Teildarstellungen den offenen Orbits von H
in R™ entsprechen. Dazu wird der Begriff der fast regulédren Finbettung benotigt.

Definition 1.6 Sei H < GL(m,R) abgeschlossen. Die H-Orbits in R™ heifien fast ab-

zéhlbar separiert, wenn eine H-invariante, A-konull Borel-Teilmenge O C R™ und eine
Folge (V,,)nen H-invarianter, Borel-messbarer Teilmengen von O existieren, die die Orbits
in O separieren, das heifit, fir alle v € O gilt vyH = (\{Va; v € Vo}. R™ < G heif§it dann
fast regulér eingebettet.

Satz 1.7 [Fih97, Satz 2.3.16] Sei H < GL(m,R) abgeschlossen, R™ sei fast regulir
eingebettet. Kine Teildarstellung my von U ist genau dann irreduzibel, wenn V' dquivalent
zu etnem offenen Orbit ist. Falls es eine irreduzible Teildarstellung von m gibt, so zerfdllt
7 bereits in endlich viele irreduzible Teildarstellungen.

Im folgenden sei V' C R™ offen. Operiert H auf V| so ist der Stabilisator von H iny € V
die durch H, := {h € H; hy = v} definierte Untergruppe. Fiir topologische Gruppen ist
H/H., topologisch isomorph zum Orbit H~. Die Charakterisierung quadratintegrierbarer
Darstellungen erfolgt nun durch die Stabilisatorgruppen von H.

Satz 1.8 [Fih97, Satz 2.4.5] my ist genau dann quadratintegrierbar, wenn die Stabilisa-
torgruppen H.,, v € V kompakt sind.

Wir stiitzen uns im folgenden — sowie spiter in Kapitel 4 — auf diese Resultate und
betrachten Wavelet-Transformationen zu einer quasireguldren Darstellung U = Tymy, die
auf dem, von dem offenen H-Orbit V' C R™ aufgespannten, verallgemeinerten Hardy-
Raum Hy quadratintegrierbar ist.

Fiir solche Wavelet-Transformationen gibt es eine Charakterisierung fiir die Zuléssigkeit
einer Funktion, welche wir spater nutzen werden.
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Lemma 1.9 [Fih97, Lemma 2.4.1] Fir~y €V sei p, : H -V, h — vh. Dann gilt fir
beliebige v, 0 € V und eine beliebige messbare positive Funktion F auf V':

/H (g0 ) (W)dpugg (1) = /H (g0 ps)(h)dusr ().

Lemma 1.10 [Fih97, Lemma 2.4.3] Seien f,ob € Hy, v0 € V. Dann gilt

15700 2y = 2721 g2y || 0 2

L2(H)

Also ist ¢ genau dann zuldssig, wenn b o p, € L*(H).

Bezeichne i das Bildmafl von py unter der Projektionsabbildung p.,, definiert durch
fi(A) := pr(p;(A)). Dann ist nach obigem Lemma ¢ genau dann zuldssig, wenn

o< ol - eon)o

Das Maf} dpi kann explizit bestimmt werden:

d(w)

(h) = ¢y < o0.

Satz 1.11 [Fih97, Satz 2.4.7] Sei H < GL(m,R) abgeschlossen, V C R™ ein offener
H-Orbit, dessen zugehorige Stabilisatorgruppen kompakt sind. Sei v € V' fest. Die Modu-
larfunktion Ag tst konstant auf der Stabilisatorgruppe H., und induziert eine wohldefinierte
C°-Funktion Ag : V — R%, vermdge

Ac(vh) := Ac(0,h) = Ay (h)|det(h)] .

Es gilt dann fir ¢ € Hy

Yy oist zuldssig & 0< /V ‘L/Z(w)r&g(w)d)\(w) < 0.

1.3 Wavelets iiber der Euklidischen Gruppe mit
Dilatation

Fiir die Bildanalyse spielen affine Operationen wie Translation, Dilatation und Rotation
eine wichtige Rolle. In diesem Abschnitt wird die dafiir geeignete Wavelet-Transformation
iiber der Euklidischen Gruppe mit Dilatation bereitgestellt. Diese Gruppe gehort zu der
oben vorgestellten Klasse semidirekter Produkte. In Kapitel 3 wird eine Diskretisierung
der zugehorigen Wavelet-Transformation vorgestellt, welche in Kapitel 6 fiir die Anwen-
dung auf Mammographien verwendet wird.



Im mehrdimensionalen Fall fiihrt die volle affine Gruppe nicht mehr auf eine Wavelet-
Transformation, vgl. [Fih97]. Wir nehmen eine Untergruppe, die m-dimensionale Eu-
klidische Gruppe mit Dilatation G := R™ x H, auch Ahnlichkeitsgruppe genannt. Sie
ist semidirektes Produkt aus Translationen des R™ und einer Dilatationsgruppe H :=
SO(m) x R%. Diese besteht aus den Rotationen der SO(m) := {A € R™™ A" =
A~! det A =1} und skalaren positiven Dilatationen.

Im eindimensionalen Fall m = 1 wird von der affinen Gruppe R x R* die Zusammen-
hangskomponente G := R x RT der positiven Dilatationen betrachtet, die sogenannte
»ax+b“-Gruppe. Sie ist mit SO(1) = {1} die kanonische eindimensionale Version der
Euklidischen Gruppe mit Dilatation. Die zugehorige quasireguldre Darstellung ist aller-
dings nicht irreduzibel auf L*(R), sie hat zwei offene Orbits, RT und R~ in R, vgl. auch
[Hei98, LMR94]. Indem man von einer Funktion ¢» € L*(R) Zulassigkeit beziiglich beider
Orbits mit gleicher Zuldssigkeitskonstante fordert, erhélt man eine Transformation auf
ganz L*(R). Wir werden den eindimensionalen Fall im folgenden nicht explizit erwéhnen,
schlieffen ihn aber bei allen Aussagen iiber Wavelet-Transformationen iiber die Euklidi-
sche Gruppe mit Dilatation mit ein. Es werden stillschweigend die obiger Konstruktion
entsprechenden Anpassungen angenommen.

Bemerkung 1.12 Der Ansatz, mehrere quadratintegrierbare Teildarstellungen (U, H,)
zu einer Transformation auf H := @, H;, zusammen zu schalten, funktioniert allgemein.

Fiir eine Menge quadratintegrierbarer Teildarstellungen (U;, Hy,) der oben eingefiihrten

quasiregularen Darstellung von G = R™ x H iiber offene Orbits V; C Rm gilt dann
H="Hy mit V=_J, V. O

Bezeichne g = (b,p,a) € G, mit b € R™, a € R} und p € SO(m). Als Gruppe affiner
Abbildungen operiert G auf R™ von links durch die Abbildung

zrap(z)+b,  V(bpa)E G
und von rechts durch
s alpT(x—b), V(b,p,a) € G.

Sei f € L*(R™). Die Translation 7', die Dilatation D und die Rotation R auf L*(R"™)
sind definiert durch

Ty: x— f(x—0), Vb e R™,
D,: x+a ™?f a”'z), VaeRE,
R,: =~ f(p7'(2)), Vp € SO(m).

Die Operatoren sind wohldefiniert, da sie als affine Abbildungen Nullmengen respektieren.
Sie sind sdmtlich unitére Operatoren auf L*(R™).

Wir fithren weiter die folgende Bezeichnung fiir die Involution ein:
O(x) =Y (—a).

6



Die Abbildung U : G — U(L*(R™)),
(b,p,a) — TyR,D,,

ist eine unitiare Darstellung von GG in L?(R™). Diese Darstellung heifit auch quasiregulire
Darstellung, da sie von der Operation der Gruppe auf dem Argument der Funktionen
herrithrt. Diese Darstellung ist quadratintegrierbar auf L*(R™), wie z.B. elementar in
[LMR94] gezeigt wird.

Der adjungierte Operator U* hat die Gestalt

(TR, D) (f)(a) = @ flaple) +b), [ € LA(R™),(b,p,a) € C.

Die Zuléssigkeit ist nach Lemma 1.10 fiir Dimension m > 2 dquivalent zu der Existenz

0 < / /
0 SO(m)

fiir alle w € @, w # 0. Die Zulassigkeitsbedingung l&sst sich mit Satz 1.11 vereinfachen
zu

VoI

2dp da

a

Y (ap(w))

=iy < 00 (1.2)

0< / ‘;/)(w)‘ dw =: ¢y < 0. (1.3)

g ||

Fiir den eindimensionalen Fall sind, wie oben beschrieben, zwei Zulassigkeitsbedingungen
zu erfiillen, ndmlich

o< [Twr= [0

Wir erhalten die kontinuierliche Wavelet-Transformation (CWT) einer Funktion
f € L*(R™) zu einem Wavelet ¢ € L*(R™) als

WTyu(9) = ([, Ty, D).

Die Wavelet-Transformation W7, ist nach Satz 1.2 ein Vertauschungsoperator zwi-
schen der Darstellung &/ und der regularen Darstellung A von G, d.h. WT, oU(g) =
Ac(g) o WT,. Wir betrachten spater insbesondere Vertauschung mit Translationen des
R™: Ein Operator A heifit translationskovariant, wenn er mit dem Translationsoperator

T, auf L*(R™) und der Translation m, auf G vertauscht, d.h. AT, = m, A.

Die Rekonstruktion von f in der L?-Norm durch den adjungierten Operator WT,, lautet
nach (1.1)

. d
P(aw) 20e _, ey < 00, w > 0.
a

da

J=WT,oWT,f = i/ WTyf(g) Uy dbdp (1.4)
Cy Ja

am—l—l .
Dabei bezeichne dp das normierte linke Haar-Maf} von SO(m).
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Interpretation als Faltung

Wir kénnen die Wavelet-Transformation zu einem Wavelet ¢ € L*(R™) als Faltung auf-
fassen und erhalten

WTyf(b,p,a) = - fa)Ty R, Dyp(x) dx

= [(@)B,Dop(—2 + b) da

Rm

= (f* R, Dut))(b). (1.5)

Das Faltungsprodukt ist a priori keine in b € R™ integrierbare Funktion.

Bei dieser Betrachtung ist eine L'-Normierung der Gruppendarstellung angemessener und
in der Literatur iiblich. Dies betrifft nur die Dilatation. Um Verwechslungen zu dem [L*-
normierten Operator zu vermeiden, bezeichnen wir die L!'-normierte Dilatation in einer
anderen Schrift.

Fiir @ € R* definieren wir die L'-normierte DilatationD, : L*(R™) — L*(R™): durch

[%f@ﬂ::a‘mﬂfyf@ﬂzzéf<g>, Vf € L*(R)

Der adjungierte Operator D* wirkt durch DX f(z) = f(az) fiir f € L*(R™).
Wir bezeichnen die L'-normierte Darstellung mit U, := T,R,D,. Die zugehorige L'-
normierte Wavelet-Transformation lautet

WTyf(b,p,a) = a"*WT,f(b,p,a) = (f, U pat)
—(p Yz —b
_ ﬂ@%ﬁ(ﬁl——l>fw
R™ a a

Das Bild der Transformation liegt nicht mehr in L?((), sie ist erst recht keine Isometrie.
Da aber nur die Normierung gedndert wurde, gibt es weiterhin eine Umkehrung. Dabei
wird statt des Haar-MaBes dug gegen das L'-normierte Maf}

_d"bdpda

a

du -
integriert. Damit lautet die Rekonstruktion fiir f € L*(R™)
1
f=— WTuf(g) Uy dulyg),
e

in der L? -Norm.



1.4 Charakterisierung des Bildes als Hilbert-Raum
mit reproduzierendem Kern

Das Bild WTy(H) einer Wavelet-Transformation ist ein Hilbert-Raum mit reproduzie-
rendem Kern. Diese Erkenntnis liefert bekannte Aussagen iiber die Wavelet-Transfor-
mation als Spezialfall einer allgemeineren Klasse von Integraltransformationen. Wir
stellen Grundlagen tiber Hilbert-Raume mit reproduzierendem Kern zusammen, wie sie
hauptséchlich von S. Saitoh [Sai97] entwickelt wurden. Die Sitze werden weitgehend ohne
Beweis zitiert. Darauf aufbauend werden Folgerungen fiir Wavelet-Transformationen for-
muliert.

Sei E eine Menge (a priori ohne Topologie), F(FE) der lineare Raum der komplexwertigen
Funktionen auf £/ und u : E' — H eine Abbildung in den Hilbert-Raum H.

Sei L:H — F(E), f — Lf eine lineare Abbildung, punktweise definiert durch

F(e):= Lf(e):=(f,ule))n, ee k. (1.6)

Spater werden wir fiir £ die Gruppe GG und fiir u die Darstellung U/ angewandt auf ein

Wavelet ¢ wiahlen. Die Abbildung L ist dann genau die Wavelet-Transformation WT.
Bezeichne nun K : K x £ — C,

K(e,e'):= (u(€),ule))n, (1.7)

den Kern von L. Der Bildraum von H unter L wird mit Hy bezeichnet. Diese Bezeich-
nung rechtfertigt folgender Satz, der zeigt, dass der Raum Hy C F(F) als Hilbert-Raum
aufgefasst werden kann, der durch den Kern K eindeutig charakterisiert wird.

Satz 1.13 [Sai97, Satz 2.1.1] Hg ist mit der durch die Norm
IFll 2= int (1w F = L5)
induzierten Topologie ein Hilbert-Raum. Fs gelten:
(i) Fir alle ¢ € F ist die Abbildung e — K(e,€') € Hy.
(ii) Fir alle F € Hg und alle ¢’ € F gilt

F(e) = (F, K(.,¢))m,. (1.8)

(iii) K ist eindeutig durch Hy bestimmdt.

(iv) L ist genau dann Isometrie von H auf Hr, wenn {u(e),e € E} in H vollstindig ist.

Definition 1.14 Figenschaften (i) und (i7) heifien reproduzierende Eigenschaft von
K. Der Kern heifit dann reproduzierender Kern, der Hilbert-Raum Hy Hilbert-
Raum mit reproduzierendem Kern (reproducing kernel Hilbert space, RKHS).
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Umgekehrt existiert zu jedem nach (i) (ii) definierten Kern K ein u, so dass sich der Kern
wie in (1.7) definiert schreiben lasst. Dies zeigt der Beweis zu folgendem Lemma.

Lemma 1.15 [Sai97] Der reproduzierende Kern K ist positiv, hat also insbesondere die
folgenden Figenschaften:

(i) K(e,e) >0,

(ii) K(e,e') = K(¢, e),
(iii) ‘K(e, e’)‘2 < K(e,e)K(€,¢) fiir alle e, e’ € E.

BEWEIS Es ist nur zu zeigen, dass K positiv ist. Dazu wird ausgenutzt, dass der Kern
als Funktion im ersten Argument nach Satz 1.13 (i) selbst in Hg liegt, sich also mit Satz
1.13 (ii) darstellen lasst durch

K(e, ') = <[&”(.,e’),]&”(.,e)>HK. (1.9)

Die rechte Seite definiert offensichtlich einen positiven Operator auf £ x F£. O

Der folgende Satz ist eine Reformulierung von (iv) in Satz 1.13.

Satz 1.16 [Sai97, Satz 2.1.2] Es gilt ||Lf|r, < || flln fir alle f € H.
Fir alle F' € Hg gibt es genau ein f* € H mit

F(e)=Lf(e)=(f"ule))y in K

und

[ [rree = 17l

Der Bildraum der Wavelet-Transformation als Hilbert-Raum mit
reproduzierendem Kern

Sei nun der Hilbert-Raum als Funktionenraum H C L*(T,dm) iiber einer Menge T und
einem o-endlichen positiven Mafl dm gegeben. Dann kann die Abbildung L aus (1.6) als
Integraltransformation

f—Lf, Lf(e) = /f tdm (1) (1.10)

aufgefasst werden, mit f € H und einer komplexwertigen Funktion u(e)t auf £ x T mit
u(e) € H fiir alle e € E.
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Satz 1.17 ' Mit obigen Bezeichnungen gilt: Hy := L(H) ist ein Hilbert-Raum mit repro-
duzierendem Kern

K(e, €)= (u(e),ule)) = /Tu(e')tu(e)t dm(t)

als Funktion auf E x E. Die Norm auf Hy ist gegeben durch | F|| g, = || f*||n mit dem
f* aus Satz 1.16.

Der Zusammenhang zur Wavelet-Transformation ergibt sich, indem wir fiir /' eine lokal
kompakte Gruppe GG und fiir u eine quadratintegrierbare Darstellung ¢ von G in Hy C
L*(R™) wihlen. Dabei ist 7' := R™ und dm = dA. Es folgt L = WT,.

Fiir zuldssiges o € Hy gilt, dass Hx C L*(E,du) mit einem o-endlichen positiven Maf3
dp, in unserem Fall ist dp das Haar-Ma8 dpe von G.

Die Zuléssigkeitsbedingung an das Wavelet sichert, dass der Orbit von ¢ unter ¢ dicht in
Hy liegt, erfiillt also genau die Forderung der Vollstandigkeit in Satz 1.13(iv).

Korollar 1.18 (i) Ist v € Hy, so ist WT, (Hu> ein Hilbert-Raum stetiger Funktionen
mit reproduzierendem Kern

Ky(g,9) = Uyt Ugt )y, = (0 Uy i), auf G x G (1.11)

(ii) Ist o zulissig, so gilt mit der Normierung

I(dl(gvg/) = %<UQ'¢7UQ¢>HU (112)

W'ﬁp (Hu) C LQ(G, d/,Lg).

BEWEIS Die Aussagen wurden in [Wil97] fiir die affine Gruppe bewiesen. (ii) Fiir zuléssi-
ges 1 folgt dies direkt durch Einsetzen der durch den adjungierten Operator (1.1) gege-

benen Identitdt WT;, o WT, = Id in die Wavelet-Transformation. Fiir F' € WT,(Huy)
gilt:

F(g) =WTyf(g) = WT, o WTy f,Usdb)n,,

= 1 K(g,d'WTyf(g")du(g")
C¢ G

<F7 I(('vg»HK

mit reproduzierendem Kern K(g,¢') := i<ug,¢,ug¢>. Die Integralvertauschung ist er-

laubt, da der Integrand fiir zuléssiges ¢ als Produkt zweier L?-Funktionen auf G absolut
integrierbar ist.

(i) Fiir nicht zuléssiges 1 muss auf Satz 1.17 mit £ = G, v = U, Hy = L*(R™,dN),
L =WTy und T' = R™ zuriickgegriffen werden. Allerdings ist in diesem Fall die Norm
auf Hix = WTy(Huy) nicht explizit gegeben. 0

!Der Satz wird zitiert in [Sai97] sowie [Wil97] aus: S. Saitoh, Theory of reproducing kernels and its
applications, Pitman Research Notes in Mathematics, vol. 189, Longman Scientific & Technical, 1988.
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Nach Satz 1.2(iii) ist ¢» € Hy genau dann zulédssig, wenn Hg, := WT, (Hu> C L*(G).
Interessant an dem Korollar ist, dass das Bild der Wavelet-Transformation auch fiir nicht
zulassiges 1 ein Hilbert-Raum mit reproduzierendem Kern ist, wenn auch kein Teilraum

des L*(G).

Lemma 1.19 Der reproduzierende Kern K, aus (1.11) ist stetig und gleichmdfig be-
schrinkt. Es gilt fir alle g, € G

) 1
|Ky(9,9) < EWHQ. (1.13)

BEWEIS Die Stetigkeit folgt aus der schwachen Stetigkeit der Darstellung 2. Die gleichma-
Bige Beschranktheit folgt direkt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Unitaritat
von U. 0

Wir betrachten nun die Rolle des Wavelets. Der folgende Satz zeigt, dass Wavelet-Trans-
formationen zu verschiedenen Wavelets sich stark unterscheiden.

Satz 1.20 Se: G = R™ x H mit quadratintegrierbarer quasirequldrer Darstellung U auf
Hy und V' ein offener H-Orbit. Seien 11,1y € Hy zulissig. Dann sind dquivalent

(1) Wy (Hv) N WTy,(Hv) # {0},
(i) WTy,(Hyv) = WTy,(Hv),
(iii) ¢y und 1y sind linear abhdngiy.

BEWEIS Der Satz wurde in [Wil97] fiir affine Wavelets bewiesen. Es gilt (iii)=(ii), da
WT linear ist. (ii)=-(i) ist trivial. Zu zeigen bleibt (i)=-(iii). Dazu sei ohne Einschrankung
Yy und 1, normiert mit ¢y, = ¢y, = 1. Es gilt:
sup{(F, G)r2ay; F € WTy, (M), G € WTy,(Hy), | Fll = |G =1} = (1.14)

- Sup{ WT¢1f7 WT¢2 >L2 ) fvg S HV? Hf” - HgH - 1}

= sup{WT,,WTu [ 9125 [.9 € H ISl = llgll = 1}

= sup{cyu(f 902 fr9 € Hv |Ifll = llgll = 1}

= G-

Da f = g moglich ist, wird das letzte Supremum angenommen. Nun gilt mit der Cauchy-

Schwarz-Ungleichung auf H:

couie = [ (b pw) (h)dun (h)

\/ [ (] o) (h)d/m(h)\/ /()¢

2
Die Identitat gilt genau dann, wenn ¢y und ¥ linear abhéngig sind.

Falls nun ein nichttriviales Element aus dem Schnitt von WT,, (Hy) und WT,,(Hv)
existiert, so nimmt (1.14) den Wert 1 an. Also sind ; und 1 linear abhéngig. O

1

Yo, ) Udn(h) -
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Mit anderen Worten: Die Abbildung (f,¢) — WT, [ ist fiiv f,o0 € L*(R™), ||v] = 1
injektiv. Das zeigt, dass die Bedeutung des Wavelets fiir die kontinuierliche Wavelet-
Transformation sehr grof ist. Fiir die Anwendung auf Mammographien spielt deshalb
auch die Wahl eines geeigneten Wavelets eine wesentliche Rolle, vgl. Abschnitt 6.4 sowie
Beispiel 6.19.

Welche FEigenschaften der Transformierten W7, f sind unabhéngig von der Wahl des
Wavelets und héangen nur von der Funktion f ab? Dies ist im wesentlichen die Lipschitz-
Regularitét der Funktion f, welche sich im Abklingverhalten der Wavelet-Koeffizienten
widerspiegelt. Dieser Zusammenhang wird in Abschnitt 3.7 genauer untersucht.

Partielle Rekonstruktion

In Kapitel 6 entwickeln wir eine Methode, Strukturen in Mammographien durch Verande-
rung (diskretisierter) Wavelet-Koeffizienten hervorzuheben. Bei einer redundanten Trans-
formation stellt sich dabei die Frage, ob bei lokaler Anderung des Koeffizienten WT,f
das Bild der Wavelet-Transformation WT,(Hy ) verlassen wird. Wir zeigen hier, dass dies
leider zwingend der Fall ist. Dies bedeutet, dass fiir die Rekonstruktion durch den adjun-
gierten Operator, wie sie im folgenden Abschnitt 1.5 vorgestellt wird, implizit erst eine

Projektion auf WT,(Hy) stattfindet.

Betrachten wir die partielle Rekonstruktion

i/XM(g)WT¢f(g)ug¢(x)dMG(g) = f".
Cy Jg

Offensichtlich gilt || 9| < ||f]|- Der folgende Satz zeigt, dass diese Ungleichung fiir kom-
pakte M sogar immer echt ist.

Satz 1.21 Sei G = R™ x H. Sei ¢ € L*(R™) ein Wavelet und M C G eine pg-messbare
Menge endlichen Mafes. Dann existiert ein Cyar > 0 so dass fir alle f € L*(R™) gilt

HfHL2(Rm) < Cym|WTuf — X - WwaHB(G)-

BEWEIS Der Satz wird in [Wil97, Satz 4.53] fiir affine Wavelets formuliert. In [Wil97, Be-
merkung 4.59] wird dasselbe Ergebnis abstrakt fiir RKHS Raume iiber R? mit beschrank-
tem Kern gezeigt. Nach 1.19 ist der Kern fiir die Wavelet-Transformation beschrénkt.
O

Mit anderen Worten: Besitzt M ein endliches Ma8, so kann [|[WTyf — xar - WTyf|| 12
nicht beliebig klein werden.

Korollar 1.22 Sei G = R™ x H. Ist ¢» € L*(R™) ein Wavelet, so kann der Triger von
WT,f in L*(G) kein endliches Mafs besitzen.

Dies hat Konsequenzen fiir die Konstruktion von auf Wavelet-Koeffizienten definierten
Operatoren, wie wir sie in Kapitel 6 betrachten. Die Anderung eines Wavelet-Koeffizienten
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auf einem Kompaktum M C G fithrt zwingend dazu, dass der Bildbereich der Transfor-
mation verlassen wird. Mit anderen Worten: Fine nicht-triviale Operation innerhalb des

Bildes WT{H) kann nur durch Anderung der Wavelet-Koeffizienten auf nichtkompakten

Mengen erreicht werden.

Projektion auf das Bild

Satz 1.23 [Sai97, Satz 2.2.4] Sei Hx C H Hilbert-Raum mit reproduzierendem Kern.
Dann ist die Abbildung P : H — Hy, F'— Px I, definiert durch

PrF(e):=(F,K(e,¢))m,
eine Projektion von H auf Hy.

Die Orthogonalprojektion von L*(G) auf Im(WT,) ist aufgrund des folgenden, allgemei-
nen Arguments ein Faltungsoperator, und zwar die Faltung gegen den reproduzierenden
Kern.

Korollar 1.24 [Fih97, Satz 1.1.10] Es sei (7, H,) eine quadratintegrierbare Darstellung
der lokalkompakten Gruppe G und ¢ € H, ein zuldssiger Vektor. Dann ist die Projektion
Py, : L*(G) — Im(WTy) ein Faltungsoperator. Es gilt: Py F = 0;1 (F * <¢,W.¢>G>.

BEwWEIs Mit Satz 1.23 und dem Kern aus (1.11) folgt
PlllF(g/) = C;1<F, <77Z)7ug/_1g¢>Hv>L2(G)

= c;1 /G F(g)Uy- (¢, U3¢, ) (9)dpc = c;1<F (Y, o)) ().
Proposition 2.10 in Abschnitt 2.2 zeigt das Analogon fiir Frames.

1.5 Klassische Wavelet-Synthese

Die klassische Wavelet-Synthese erfolgt mit dem adjungierten Operator WT7,. In diesem
Abschnitt wird die bekannte, durch die Redundanz der Wavelet-Transformation gegebene
Freiheit bei der Wahl des Rekonstruktionswavelets auf semidirekte Produkte verallgemei-
nert.

1.5.1 Allgemeine Rekonstruktionswavelets

Die Wavelet-Transformation ist redundant, wie sich durch die Existenz eines reproduzie-
renden Kernes ausdriickt. Dies erlaubt, die Rekonstruktion (1.1) zu verallgemeinern und
verschiedene Funktionen fiir Zerlegung und Rekonstruktion zu verwenden.
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Fiir die Wavelet-Transformation iiber der Fuklidischen Gruppe mit Dilatation ist diese
Verallgemeinerung bekannt und wurde z. B. von M. Holschneider [Hol95] untersucht.

Wir zeigen diesen Sachverhalt nun fiir die Wavelet-Transformation iiber G = R™ x H. Sei
im folgenden also G = R™ x H, wobei H < GGL(m,R) eine abgeschlossene Untergruppe

ist. V C R™ sei offener H-Orbit und U, = Ty}, eine quadratintegrierbare Darstellung von
G auf Hy C L*(R™).

Definition 1.25 Seien ¢, x € Hy mit

0</H<‘¥X

()%(L;<Exozw>(hNHUKh)r=<w% (1.16)

Opw) (h)dpp(h) < oo und (1.15)

In diesem Fall sagen wir, ¥,y erfillen die gemischte Zuléssigkeitsbedingung. Dabei
ist v € V. Nach Lemma 1.9 ist ¢y, unabhingig von der Wahl von ~v. Die Funktion x
heifst auch Rekonstruktions-Wavelet.

Bemerkung 1.26 Sind ¢ und y zuléssig, so erfiilllen sie auch die gemischte Zuléssig-
keitsbedingung, denn aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf (H,dup) folgt direkt
Cypy < CyCy. O

Bedingung (1.15) sorgt dafiir, dass der Integrand der Synthese eine L*-Funktion auf G
ist, obwohl die Funktionen ¢ und y selbst nicht notwendig zuldssig sind.

Wie sieht die Situation bei der allgemeinen Rekonstruktion aus? Gibt es auch in diesem
Fall einen reproduzierenden Kern? Ich zeige in Lemma 1.28, dass die in diesem Zusam-
menhang in der Literatur oft als reproduzierender Kern erwidhnte Funktion (U, U, x)
kein reproduzierender Kern ist, auch wenn sie eine reproduzierende Figenschaft erfiillt.

Definition 1.27 Der Crosskernel Cy ., auf G x G zu 1, x € Hy ist definiert als
C¢7X(g7g/) = <UQ'X7UQ¢>HV7 gvg/ € G.

Der Crosskernel kann als Wechsel des Rekonstruktionswavelets betrachtet werden. Es gilt
fiir Wavelets v, v € Hy:

wnﬂmzéawawwn@mmw.

Falls ¢ zuléssig ist, ist der Kern nach Satz 1.13 eindeutig. Die fiir die Rekonstruktion
verwendete Funktion y spielt dabei keine Rolle. Es bleibt also nur die Moglichkeit, fiir
nicht zuléssige ¥ nach einem reproduzierenden Kern zu fragen. Dies beantwortet folgendes
Lemma negativ.
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Lemma 1.28 Seien ¢, x € Hy und die gemischte Zulissigkeitsbedingung aus Definition
1.25 erfillt. Dann gilt fir die Funktion

K(g:9") := Uy, Uyx)

die reproduzierende Figenschaft (ii) aus Satz 1.13.
Die reproduzierende Figenschaft (i) gilt genau dann, wenn v und x linear abhingig sind.

Insbesondere gilt: Falls ¢ # x, dann ist K kein reproduzierender Kern fir das Bild
WTy(Hv).

BEWEIS Zu Eigenschaft (ii): Sei F' € WT,f, d.h. F = (f,U,)n, fir ein f € Hy. Fir
alle ¢’ € G gilt

<F7 I((wg/»H}( - <<f7 u9¢>7'lv7 <Ug/@/},ng>Hv>HK

— [ U)o T T )

G

_ /G<f7ug¢>ﬂv<ugx,ug/¢>yvdua(9)
= </G<f7ug¢>7‘lvu9X7u9'¢d/“LG(g)>

= (£, Uydpc(g)),,, = F(g)

Hv

(i) Zu zeigen ist: Fiir alle ¢ € G ist die Abbildung g — K(g,¢") € WTy(Hy). Es gilt

[((gvg/) = <ug’¢7ng> = WTX“y’#’(Q)‘
Da Wavelet-Transformierte zu unterschiedlichen Wavelets nach Satz 1.20 nur die Null

gemeinsam besitzen, folgt Eigenschaft (i) genau dann, wenn ¢ und x linear abhéangig
sind. O
Wir miissen also fiir Wavelets, welche nur der gemischten Zuléssigkeitsbedingung gentigen,

ohne RKHS-Struktur auskommen.

Satz 1.29 (Orthogonalititsrelation) Seien v,y € HyNL*(R™) und erfillen die gemischte
Zulissigkeitsbedingung aus Definition 1.15. Fs gilt fir alle f,k € Hy

téwnﬂwwnumwamzwwﬂmm. (1.17)

Sind 1, x € Hy zuldssig, so ldsst sich die Formel schreiben als

<WT¢f, WTXk>L2(G) = C¢7X<f, k>yv. (118)
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BEWEIS Die Argumentation folgt [Dau92, Proposition 2.4.1]. Dort wurde der Beweis mit
Y = x fiir die affine Gruppe gefiihrt. Der allgemeine Kontext wird durch den Duflo-Moore
Operator abgedeckt. In [Fiith97, Satz 2.4.10] wird dies fiir ¢, y zulassig vorgefiihrt.

Es gilt fir alle f, &k € Hy:

/G W, () WTk(g) duc(9) (1.19)
= /f ¢>Hv <i€ )y dpa(g)
= [ [ Foldeniretiehs [ Felden) e wh)ds duslo)

_ /H / BB (b) db] det(h)] dpr () (1.20)

Dabei ist Fj,(w) := | det(h )|1/2f( )b (wh) und analog K. F), und K}, sind damit in L*( V)
Wir haben weiter das Haar-Mafl von G ausgeschrieben. Das punktweise Produkt von F},
mit A7, ist eine L?-Funktion, da 1,y in L' gewihlt wurden, weshalb die Parseval-Formel
angewendet werden kann. Es folgt

(1.20):/ / Fi(w) Ky (w)dw] det(h)| " dug (h)
/ [ F PRI b dpn (1)
= (fs k) %/3( h) X (woh) dpw ()

= (/. k)
= c¢7x<f7

Dabei hdngt nach Lemma 1.9 die Rechnung nicht von der Wahl von wy € V ab. Die
geforderte absolute Integrierbarkeit in (1.15) erlaubt die durchgefithrten Integralvertau-
schungen nach dem Satz von Fubini. O

(% 0 puo) () dpizg (1)

%“m\

Korollar 1.30 Sei G = R™ x H. Seien ¢, x € Hy N LY(R™) und erfillen die gemischte
Zuldssigkeitsbedingung. Dann ist der Integral-Operator Ky, : Hy — Hyv,

Kynlf) = wi WLy f(0)yx dpic(g) (1.21)

fir f € LYV gleich der Identitit. Fiir zulidssiges ¢ und x gilt

1
[(d,’X = ;W’T; O WT¢, (122)
7X
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Es gilt fir alle f € Hy mit f e LYV) im L*-Sinn
1
= [ WTLr o) (123
Chx Ja

BEWEIS Vorbemerkung: Falls ¢ und y zuléssig sind, folgt Formel (1.23)) direkt aus (1.18
mit dem adjungierten Operator:

WT VT k) 2y = condfs k) Vi ke Hy.

Das Integral auf der rechten Seite von (1.21) ist im schwachen Sinn definiert. Es gilt fiir
alle f.k € Hy

< /G WT¢f(g)ugxduG(g>,k>H / WTuf(gUyxs k), dpicla)

1%

_ /G WTu (9T k(g) duc(g)

(1.19)

= ey Ry
Daraus folgt (1.23) im schwachen Sinn.

Schreibt man das Skalarprodukt der Wavelet-Transformation sowie das Integral iiber R™
als Faltung, so folgt fiir f € Hy

1 _
<f, Uy )y xdpc(g) = /f*m & # ) |det(h)| ™ dun(h). (1.24)
c¢x Cix
Da ¢,y € Ll(Rm), ist der Integrand eine L2-Funktion. Es folgt:
1 r T~ 1TwW -
(1.24) = — /. ( | J(@)ymb(w)Tix(w)e dw) |det(R)| ™" duu(h).
X Em
1 .
= — [ flwped / o () ()] det(h)| ™ s (1)
wa m

| B(m) () du ()
= f(a

Die Integrale existieren aufgrund der gemischten Zulassigkeitsbedingung (1.15) sowie f €
L*(V) absolut und diirfen daher vertauscht werden. O

Bemerkung 1.31 Die Idee, fiir Analyse und Synthese verschiedene Wavelets zu verwen-
den, wurde von M. Holschneider [Hol95] weiter verallgemeinert. Fiir die Rekonstruktion
geniigt es, dass nur das Faltungsprodukt ¥ y die Zulédssigkeitshedingung aus Definition
1.25 erfiillt. Damit kann das Wavelet ¢ aus LP-R&umen oder sogar Distributionenraumen
gewahlt werden. Das Rekonstruktionswavelet x ist dann aus dem zugehdrigen Dualraum
L7 bzw. Testfunktionenraum zu wéhlen. Allerdings liegt die Wavelet-Transformierte sol-
cher Konstruktionen aufgrund Satz 1.2(iii) nicht in L*(G). O
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1.5.2 Normkonvergenz der Rekonstruktion

Mit den in Abschnitt 1.4 eingefiihrten Bezeichnungen gilt allgemein fiir Hilbert-Réume
mit reproduzierendem Kern:

Satz 1.32 [Sai97, Satz 2.2.5] Sei (E,)nez eine du-messbare Ausschdopfung von E.
Weiter sei fEn K (e, e)du(e) < oo fiir alle n € Z. Falls fir F' € Hg gilt

t— F(e)u(e)tdu(e) € H, Vn € Z, (1.25)

En
dann folgt
lim F(e)u(e)tdu(e) = f*(t)

n— 0o E
23

in der Norm-Konvergenz fir f* aus Satz 1.16.

BEWEIS Schritt 1: Der adjungierte Operator L* ist im schwachen Sinn definiert. Wir
zeigen L*(Fxg,)(x) = [ F(e)u(e)tdu(e). Sei also g € L*(T,dm). Es gilt:

<L*(FXEn)7g>L2(T7dm) = <FXEn7Lg>L2(T,dm)
— [ PoTgwute)

- [ o / (e}t dm()(e)
O [ re Pyt e dm)
= ([ Pt d/«‘(e)79>L2(T7dm)a

wobei in (*) nach dem Satz von Fubini Integrale vertauscht wurden. Dies erlaubt die

absolute Integrierbarkeit:
[ [lanee e dm(e) due)

< [ ollamB e P (o)

n

1/2
< r\gr\L2<T,dm>{ / A’(e,e)du(e)} Tar

< Q.

Schritt 2: Es gilt F'xg, — F in L*(E,du) und L*F = f*. Da L* stetiger Operator ist,
folgt nach dem Satz {iber den abgeschlossenen Graphen die Behauptung. O
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Damit lasst sich die Normkonvergenz der Rekonstruktion fiir eine beliebige quadratinte-
grierbare Darstellung m einer lokalkompakten Gruppe G in einen Hilbert-Raum H, zeigen.

Korollar 1.33 (Normkonvergenz) Sei (V,)nez Ausschopfung der lokalkompakten Gruppe
G durch Kompakta. Weiter sei o € ‘H, eine zuldssige Funktionen. Dann gilt

im = [ WT,f(g)myt dulg) = f

n—00 C,LZ} Vn
in der L?>-Norm.

BEWEIS Wir priifen die Voraussetzungen von Satz 1.32. Der Kern Ky ist nach Lemma
1.19 beschrankt. Daraus folgt an Ky(g,9 )dua(g) < oo fiir alle n € Z.

Fir F' € Hg, gilt I'= WT,f fiir ein f € H,. Da V, kompakt ist, folgt (1.25), d. h.

v | F(g)m,0(x)duc(g) € Hy, Vn € Z.
Vn

O
Wir formulieren eine analoge Aussage fiir die allgemeine Rekonstruktion. Dabei kénnen
wir nicht auf einen reproduzierenden Kern zuriickgreifen. Der in diesem Fall auftretende
Crosskernel (vgl. Definition 1.27) muss fiir den Schluss aus Schritt 2 beschrankt sein.
Weiter benutzen wir in dem Satz Hx C L?(E). Das ist gleichbedeutend mit der Zuléssig-
keit von . Wir beweisen das folgende Resultat mit einer von obigem Satz abweichenden
Argumentation. Es zeigt, dass wir f als Limes punktweise definierter Integrale gewinnen
kénnen.

Lemma 1.34 (Verallyemeinerte Normkonvergenz) Sei G = R™ x H und V' offener H-
Orbit einer quadratintegrierbaren quasireguldren Darstellung U von G in Hy . Sei (V,,)nez
Ausschopfung von G durch Kompakta. Dann gilt fir jedes Paar zuldssiger Funktionen
v,y € Hy, welche die gemischte Zulissigkeitsbedingung aus Definition 1.25 erfillen und

alle f € Hy:

in der L?>-Norm.

BEWEIS Die Argumentation folgt [Dau92, 2.4]. Dort wurde der Beweis nur fiir die affine
Gruppe und ¥ = yx gefiihrt.

Das Integral ist als adjungierter Operator im schwachen Sinn definiert, d. h. durch Aus-
wertung gegen ein k € Hy . Da nur iiber ein Kompaktum integriert wird, ist das Integral
fiir festes V,, auch punktweise definiert. Das Integral ist absolut beschrénkt:

< [ Wwa(g)ngduG(9)7k> = [ WTs6 ) duco)
<n (V) Al lel 1l (1.26)
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Die Integralabbildung ist damit linear und beschrankt, der Integrand (vgl. Mitte) liegt,
als Produkt zweier Wavelet-Koeffizienten, in Cy(G). Nach dem Satz von F. Riesz [Rud87,
Theorem 6.19] ist das Integral also eindeutig bestimmt und der Operator kann als Flement
aus dem Dualraum von Cy(() aufgefasst werden. Die Operatornorm lasst sich somit
berechnen als

f- c;}x/v WTy f(9)Uyx duG(Q)H =

= sup
[Ik[]=1

(£ [ Whstot (o)
Vi
- Wnﬂg)WTxk(g)duG(g)\

v

< swp {c;:‘; /V,Q‘an(g)‘zdﬂdg)] " UG\WTXk(g)\QdMG(g)}

lIkll=1

= sup
[Ik[]=1

1/2

Der zweite Faktor existiert aufgrund der Zulassigkeitsbedingung an x. Der erste Faktor
konvergiert mit n — oo gegen Null, da 1) zuldssig ist. O

Es folgt noch eine Variation mit nichtkompakten Mengen. Die Idee dazu stammt von

H. Fiihr.

Lemma 1.35 Se: G = R™ x H und V offener H-Orbit einer quadratintegrierbaren quasi-
requliren Darstellung U von G in Hy . Sei (V,,)nez Ausschopfung von H durch Kompakta.
Dann gilt fiir jedes Paar o,y € Hy N LY(R™), welches die gemischte Zulissigkeitsbedin-
gung erfillt und alle f € Hy
i [ WTLS(odute) = f
R™XVp

n—00 C¢7X
in der L*-Norm.

BEWEIS Der Unterschied zu Lemma 1.34 liegt in der Integration iiber nicht kompakte
Mengen R™x V,,. Damit das Integral iiber R™ absolut existiert, wird y € L'(R™) gefordert.
Damit folgt

/Rm y IWTuf(9)Uy x| dp(g) < p(V)l 12l [l

Es gilt mit ¢ € L'(R™):
2
dz < x> / () dia(g)
R™mxV,

< p(Va)llxll=[LAAN ]

Die linke Seite der Formel ist damit eine L2-Funktion. Die Fourier-Transformierte lautet

1 —

Forlw) = f(w)— / ) (W) du(h), weV.

Cypx

[ W@t duto)
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Damit folgt

|f(w) = Fu(w)] <

Fl (1- = [ mom e dun)
Chx IV

Also ist |f(w) — ]?;n(w)|2 beschrinkt durch die L'-Funktion |f(w)|2 und einen Faktor, der

aufgrund der gemischten Zuléssigkeitsbedingung fiir w € V' punktweise gegen 0 konver-

giert. Anwenden des Satzes iiber die majorisierte Konvergenz und die Parseval Formel

liefern die Behauptung. O

1.6 Morlet-Rekonstruktion

Die beschriebene Wahlfreiheit fiir die Rekonstruktion erlaubt, Wavelet und Rekonstrukti-
onswavelet flexibler mit speziellen Figenschaften auszustatten. Wir betrachten nun einen
Extremfall fiir Wavelets iiber R™ x H: Setzt man formal fiir das Rekonstruktionswavelet
den Dirac y = dp in (1.23) ein, so ergibt sich die Morlet-Rekonstruktion

f=$ijw«mmme”mﬂm

Diese Rekonstruktion wurde z.B. in [LMR94, Lemma 1.6.24] fiir integrable Funktion f
und Wavelet ¢ fiir die zweidimensionale Wavelet-Transformation gezeigt. Ebenso wird sie
in [DDMT93] fiir affine Wavelets verwendet.

Diese Morlet-Rekonstruktion definieren wir in diesem Abschnitt fiir Gruppen G = R™ x
H. Analog zu dem vorhergegangenen Abschnitt werden Rekonstruktionsformeln gezeigt.
Weiter untersuchen wir den Zusammenhang zwischen den Zuldssigkeitsbedingungen fiir
die klassische- und die Morlet-Rekonstruktion.

In Abschnitt 3.4 fiihren wir eine auf dieser Rekonstruktion aufbauende Diskretisierung,
die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation, ein. Fiir diese wird in Abschnitt 3.7 ein
Zusammenhang zwischen Lipschitz-Regularitat der Funktion und dem Abklingverhalten
ihrer Koeffizienten {iber Skalen gezeigt. In Abschnitt 6.9.1 wird diese Transformation
schliefflich fiir die Rauschfilterung von Signalen verwendet.

Fiir die Morlet-Rekonstruktion ist eine Zulassigkeitsbedingung an das Wavelet notwendig.
Diese entspricht der durch die Motivation mit der Dirac-Distribution erwarteten Bedin-

gung.
Definition 1.36 Sei o € Hy und fir beliebiges v € V' gelte

/H(Wl opy)(h)dun(h) < oo und (1.27)
b op) (Wduw(h) = ky. .
07 [ (Fop,) dn(h) =k (1.29)
Dann heifit 1» Morlet-zuléssig.

22



Diese Zuléssigkeitsbedingung unterscheidet sich von der in Lemma 1.10 charakterisierten
Zulassigkeit fiir die klassische Rekonstruktion. Wir untersuchen im nachsten Abschnitt
den Zusammenhang zwischen zulassig und Morlet-zulassig.

Proposition 1.37 Sei ¢ € Hy zulissig und o * ¢ € L*(R™). Dann ist b * b Morlet-

zuldssig.

Dies folgt mit v % ¢ = |;/A)|2 direkt aus der Definition der Zulassigkeit.

Proposition 1.38 (Schwache Identitit) Sei v € Hy Morlet-zulissig. Fir alle f € Hy
qilt dann

f=k /an ) |det(h)| % dpug (h) (1.29)

im schwachen Sinn.

BEWEIS Der Beweis ist angelehnt an den Beweis von Satz 1.29. Wir zeigen fiir alle k € Hy
die schwache Identitét

</ WTf (., h) |det(h \”zdug(h),k> = (/. k),

Hv

Die Funktion x — WT, f(x,h) ist a priori kein Element von Hy. Dafiir ist ¢» € L'(R™)
notwendig. Als Wavelet-Koeffizient ist sie jedoch stetig und beschréankt. Damit existiert
das im folgenden auftretende Skalarprodukt (WT, f(.,h), k)#, mit Funktionen k € Hy
auch fiir v» € L*(R™) \ L'(R™).

Es gilt nach der schwachen Definition des Integrals

(Lwrosom o \”Qdumh»’%v:
= [ OVTUAC Ky et )

- /H/m<fvTx”h@“rtvwdx‘det(h)‘_l/zdMH(h)

- 1,/ / Fle)l det(R)] 2 wh)e= deo R de[det(h)] ™" dui (h)

- // Fo()k(—) d|det(h)| ™ dpup (). (1.30)

Dabei bezeichnet F}(w) := | det(h)[Y/2f(w) ( h). I liegt als punktweises Produkt von
L*-Funktionen in L'(V'). Die Fourier-Transformierte [, ist damit stetig und beschrankt.
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Also liegt das Produkt [k in L*(V). Wir schreiben mit der Parseval-Tdentitit das Integral
iiber R™ als Fourier-Transformierte in —z.

(1.30) // () deo|det(h)| ™2 dyug (1)

— [ [ Fl i) do dun(h)

f7 Hv 77Z) dMH )

= <f7 k>7'lv
= ky(f, k)ny

Dabei hdngt nach Lemma 1.9 die Rechnung nicht von der Wahl von wy € V ab. Die
geforderte absolute Integrierbarkeit in (1.27) erlaubt die durchgefithrten Integralvertau-
schungen nach dem Satz von Fubini. O

(¢ © pug ) () dpss ()

::\

Satz 1.839 (Normidentitit) Sei ¢ € Hy N LY(R™) Morlet-zulissig. Dann gilt fiir alle
feHy mzthL( )

1/2
f=Myf = / WT f((h, )| det(h)| " dpu ()

im L?-Sinn.
BEWEIS Ein Beweis fiir G = R? x (R x S1) findet sich in [LMR94, Lemma 1.6.24].
Schreibt man das Skalarprodukt der Wavelet-Transformation als Faltung, so folgt fiir
feHy

/ WT o f ((h, 2))|det(h)| ™ dusr(h) / Frmad|det(h)| " dum(h).  (1.31)
Da ¢ € L'(R™), ist der Integrand eine L?-Funktion. Es folgt

(1.31) = k_/ ( Af@)@@)éﬂﬁ%) |det(h)| ™" dun(h).
¥ JH \JR™
1 A .

= —/ f(w)e””‘”dw/ T (w ‘det ‘ 1dMH(h)

(wh) dpgr(h)

~— ~—
: o
<
=

Die Integrale existieren aufgrund der Morlet-Zuléssigkeit von ¢ sowie f € LY(V) absolut
und diirfen daher vertauscht werden. O
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Bemerkung 1.40 Diese Rekonstruktion ist insbesondere interessant, da fiir die Rekon-
struktion keine Integration tiber R™ durchzufiihren ist, besonders in héheren Dimensionen
ein erheblicher numerischer Vorteil. Wir kommen in Kapitel 6 bei der Anwendung auf di-
gitale Mammographien auf diesen Vorteil zuriick.

Die Morlet-Rekonstruktion kann als erster Schritt auf dem Weg zu einer Diskretisierung
der Rekonstruktion interpretiert werden. Es bleibt dann, die Integration tiber H zu diskre-
tisieren. Dies wird in Kapitel 3 ausfiihrlich behandelt und fithrt auf die Morlet-integrierte
Wavelet-Transformation. O

Satz 1.41 (Normkonvergenz) Sei (V,)nez Ausschopfung von H durch Kompakta.
Dann gilt fiir jedes Morlet-zulissige Wavelet b € Hy N LYR™) und alle f € Hy

lim — [ WTuf(., h)|det(h)| """ du(h) = f

in der L?>-Norm.

BEWEIS Der Beweis verlauft analog zu Lemma 1.35. Im Gegensatz zu dort, gibt es
hier keine Integration {iber R™. Diese ergab das, bei der Morlet-Rekonstruktion nicht
vorhandene, zweite Faltungsprodukt.

Mit ¢» € LY(R™) folgt WT, f(.,h) € L*(R™). Da V,, kompakt ist, ist die linke Seite der

Formel in LQ(Rm). Die Fourier-Transformierte lautet

A

Fole) = flo) / mrd()det() V2 du(h),  we V.

Damit folgt

|f(w) = P (w)] <

f()] (bé/ T (w)|det(h)] I/Zd/,b(h)>

Also ist |f(w) — ]?;n(w)|2 beschrénkt durch die L'-Funktion |f(w)|2 und einen Faktor, der
aufgrund der Morlet-Zuléssigkeit fiir w € V punktweise gegen 0 konvergiert. Anwenden des
Satzes liber die majorisierte Konvergenz und die Parseval Formel liefern die Behauptung.
O

Zulassigkeit

Fiir Morlet-zuldssiges, nicht zuldssiges Wavelet 1 ist die Transformierte nicht mehr in
L*(G). Wie wir gesehen haben, ist trotzdem eine Rekonstruktion méglich.

Es stellt sich die Frage, wie Morlet-Zulassigkeit und klassische Zuléssigkeit zusammen-
hangen. Dies wurde bisher, soweit mir bekannt, nicht betrachtet. Die Zulédssigkeitshedin-
gungen an das Wavelet ¥ kénnen als Integrierbarkeit ;/A) op, € L'(H) bzw. Quadratinte-
grierbarkeit ;/A) op, € L*(H) beziiglich des linken Haar-MaBes der Dilatationsgruppe H
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aufgefasst werden. Dies lasst erwarten, dass keine der Zuldssigkeiten fiir die andere hin-
reichend ist, da sich L' und L? auf nichtkompakten Mengen H gegenseitig iiberlappen.
Allerdings miissen die Funktionen ¢ zusitzlich in L?(R™) liegen. Damit wird die Freiheit
fiir Gegenbeispiele eingeschréankt.

Ich schrianke die Diskussion auf die Euklidische Gruppe mit Dilatation ein. Wie wir sehen
werden, ist jedes praktisch relevante Wavelet sowohl zuléssig, als auch Morlet-zuléssig.

Lemma 1.42 Sei ) € L*(R™) und b in einer Nullumgebung beschrinkt. Dann gilt:

Ist o Morlet-zuldssig, so ist es auch zuldssig.

BEWEIS Fiir die Zulédssigkeitsbedingungen ist nur die nicht-kompakte Gruppe R} we-
sentlich. Daher betrachten wir ohne Einschriankung nur die Integration {iber dieselbe.

Sei v € R™\ {0}. Fiir die Existenz des Integrals der Zuléssigkeitshedingung interessiert
nur das Verhalten um Null, da f |;/)|2 o py(a )d“ < IH;/)HQ Sei ¢ > 0 mit ;/) ist in der

Nullumgebung ||w]|| < ¢ beschrénkt durch €' := sup,,. |tb(w)|. Dann gilt

AN da ° o da
[t en @ <ec [ ilep o
0 a 0 a

Fiir Morlet-zulassiges v ist die rechte Seite endlich. O

Korollar 1.43 Fir Funktionen ¢ € L'(R™) N L*(R™) folgt aus Morlet-zulissig auch
zuldssig.

BEWEIs Falls ¢» € L'(R™) ist, dann ist i stetig und daher in einer Nullumgebung
beschrankt. O

Nun ein Beispiel fiir eine Funktion ¢, welche Morlet-zuldssig aber nicht zuléssig ist. Of-
fensichtlich muss in diesem Fall ¢ in jeder Nullumgebung unbeschrénkt sein, da sonst
nach obigen Lemma Zuléssigkeit folgt. Andererseits kann es fiir ¢ keine Nullumgebung

B. :=[0,¢], € > 0, geben, mit |;/A)(:1;)| > 1 auf ganz B., da sonst f[o W'Op”( [P1or+(@) g4 micht
existiert, die Funktion also nicht Morlet-zulassig sein kann.

Beispiel 1.44 Sei 0 < o < 1/2. Fiir k& € N setze ay, := k7 und by := are=* . Definiere
¢ € L*(R™) durch

) = {k falls ||w|| € [b, ax],

0 sonst.

Dann ist 1» Morlet-zuldssig aber nicht zulédssig. Vgl. auch Abbildung 1.1. O
BEWEIS Schritt 1: Es ist zu zeigen, dass ¢» € L*(R™), d.h. e L*(R™). Da der Trager
von @ auf ein Kompaktum beschrénkt ist, geniigt es, H;/)( ) < lw]|=* fir o < 1/2, zu
zeigen. Es gilt ;/)(ak) =k < af und ebenso ;/)(bk) ;/)(ak) <ap <by.
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Schritt 2: Zu zeigen: 1 ist Morlet-zuléssig. Mit 1n<2—:> = k™2 folgt fiir beliebiges v €
R™\ {0}:
ak>

ka/OOO@/?opw Z/ —@bopwakda—zmpwak <1ﬂ a)

keN keN
_Z;/)opwak ln( ) Zk k=3
keN keN
< 0.

Schritt 3: Analog folgt

e [

Damit ist ¢ nicht zulassig. O

ah

Opw> =Y Kk =

kEN
Betrachten wir nun die umgekehrte Fragestellung: Wann kénnte 1 zuldssig, aber nicht

Morlet-zuléssig sein? Dazu wieder erst ein negatives Resultat:

Lemma 1.45 Sei ) € L*(R™). Es gelte ;/A)(O) =0 und ¢ ist in 0 punktweise Lipschilz o
fiir ein o > 0. (Zur Definition der punktweisen Lipschitzregularitit vgl. Definition 3.55).

Weiter set [, <;/A) opw> (h)dpp(h) # 0.

Dann gilt: Ist 2 zuldssig, so ist es auch Morlet-zulissig.

BEWEIS Es gibt ein €' > 0 mit |[¢)(w)]| < Cllw|| fiir ||| < 1. Fiir 0 < a < 1 gilt

1 . d 1
/ || opw(a)—a < C/ a”'"tda < co.
0 a 0

Fiir @ > 1 betrachte M; := {a > 1; [¢)|(a) > 1} und My = {a > 1; b|(a) < 11
Aufgrund ¢ € L*(R™) folgt fiir M;:

da .
/ 0] 0 p(a)— ” / 1% 0 py(a) da < |||z < oo.
M, M,

. da 1
/M2 |¢|opw(a)7§/Ml;da<oo.

Insgesamt folgt die Morlet-zuléssig von . O

Fiir M, gilt direkt

Korollar 1.46 Sei ¢ € L*(R™) N L*(R™) mit xp(x) € LHR™).
Weiter gelte [, <;/A) opw> (h)dup(h) #0.

Dann folgt aus zuldssig auch Morlet-zulissig.
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Abbildung 1.1: Morlet-zuléssige, nicht zuléssige Funktion. Abbildung
zu Beispiel 1.44 fiir eine reelle Funktion ¢ € L*(R), welche Morlet-zulassig,
aber nicht zuléssig ist. (a) Die Fourier-Transformierte ;/A) Der Trager ist kom-
pakt. (b) Eine Approximation der Funktion als Uberlagerung der Fourier-
Transformierten der drei grofiten charakteristischen Funktionen. Der Parame-
ter ist a = 0.49. Die Funktion v ist analytisch. Anhand der x-Achse erkennt
man deutlich die schlechte Lokalisierung von . Bei besserer Approximation
wandern die Nullstellen von ¢ gegen unendlich.

BEWEIS Nach Lemma A.1 ist ;/A) differenzierbar. Inshbesondere ist ;/A) in einer Nullumgebung
Lipschitz mit Exponent gréfler Null. a

Fiir die Konstruktion eines Gegenbeispiels ist also das Verhalten fiir ¢ um Null interessant.
Hier folgt jedoch aus Zuléssigkeit von ¢ sofort ¢» € L?*(R™). Damit sind alle Funktionen aus
L2([0,1], %)\ LY([0,1], 42

22) als Beispiel fiir eine nicht Morlet-zulassige, zulassige Funktion

a

geeignet. Fin explizites Beispiel ist

A 1
(w) = MX[OJ](C‘J)-
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Kapitel 2

Diskretisierung

Fiir eine praktische Implementation der Wavelet-Transformation ist diese zu diskretisie-
ren. Dabei sollen wichtige Eigenschaften gerettet werden. Die Forderung nach einer Re-
konstruktion aus diskreten Werten fiithrt auf den Begriff des Frames, der in Abschnitt 2.2
eingefithrt wird. Der Wunsch nach einer schnellen Implementation fithrt zur Multiskalen-
analyse. Diese wird in Abschnitt 2.1 stellvertretend fiir auf der Wavelet-Transformation
aufbauende Basistransformationen kurz vorgestellt. In Abschnitt 2.3 wird eine semidis-
krete Transformation vorgestellt sowie der darauf aufbauende Mallat-Algorithmus als Bei-
spiel fiir redundante Pyramidenalgorithmen.

Sowohl fiir die Multiskalenanalyse als auch den Mallat-Algorithmus wird der Zusam-
menhang zur kontinuierlichen Transformation herausgearbeitet. Beide Transformationen
haben fiir verschiedene Anwendungen grofie Verbreitung gefunden. Es werden speziell die
Vor- und Nachteile dieser Diskretisierungen fiir die Bildanalyse diskutiert. Diese Diskus-
sion bildet die Motivation fiir die im néchsten Kapitel entwickelte neue Diskretisierung.
In Abschnitt 6.5 wird diese Diskussion im Zusammenhang mit der Hervorhebung von
Mikrokalk in Mammographien erneut aufgegriffen.

2.1 Multiskalenanalyse

In diesem Abschnitt werden die Multiskalenanalyse (MSA) und die darauf aufbauende
schnelle Wavelet-Transformation kurz vorgestellt. Bei der Multiskalenanalyse wird ein
anderer Ansatz als bei der kontinuierlichen Transformation verfolgt. Hier steht der Basis-
wechsel im Mittelpunkt, also eine redundanzfreie Transformation, die aus dem Blickwinkel
der Approximationstheorie beleuchtet wird. Dieser Blickwinkel ist fiir Anwendungen wie
Kompression und Rauschfilterung wertvoll, ist aber nicht fiir eine prazise Signal-Analyse
geeignet,.

Die Multiskalenanalyse kann aber als spezielle Diskretisierung der kontinuierlichen Trans-
formation aufgefasst werden. Zentraler Vorteil der Multiskalenanalyse ist ein schneller
Algorithmus fiir die Berechnung der Multiskalenanalyse, die diskrete Wavelet Transfor-
mation. Wesentlich ist dabei die Existenz einer Skalierungsgleichung, die ein iteratives
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Berechnungsschema erlaubt. Der Zusammenhang zur kontinuierlichen Transformation er-
laubt, Ideen dieses Algorithmus auch auf andere, fiir die Signalanalyse besser geeignete
Diskretisierungen zu tibertragen. So baut der spater vorgestellte Mallat- Algorithmus eben-
falls auf einer Skalierungsgleichung auf. In Abschnitt 3.5 wird spéter ein approximativer
Algorithmus zur Berechnung der Wavelet-Transformation vorgestellt, der dieses Schema
in einem allgemeineren Kontext erlaubt.

Definition 2.1 FEine Multiskalenanalyse des L*(R) ist eine aufsteigende Folge abge-
schlossener Unterrdume V,, C L*(R)

{0}c...cVicV,cV,C...C L*(R),

so dass gilt

Jv=rA®),

MEZL
ﬂ Vi, = {0}, sowte
MEZL
fEeVn & Dy-nf el (2.1)

Weiter existiert eine Funktion ¢ € L*(R), die Skalierungsfunktion, deren ganzzahlige
Translate eine Riesz-Basis von Vg erzeugen, d. h.

Vo = span{Typ; k € Z}L ()

und es existieren Konstanten A, B > 0, mit

AZ lex]? < chTkS@

keZ kEZ
fiir alle {cg}rez € P(Z).
Wir definieren die Raume W, als orthogonales Komplement von V,,, in V,,,_4:

Vm—l — Wm S, Vm

2

<BY lal

kEZ

Dann gilt V,, = @ W, und damit L*(R) = @ W;. Die Orthogonalprojektion von
7<m+1 JEZ
L*(R) auf V,, sei P, die Orthogonalprojektion auf W,, sei Q,,. Eine Funktion f € L*(R)

lasst sich zerlegen durch

F=)Qif=Puf+ > Qif

Es gilt P,,_1 = Q.+ Py, bzw. Q,, = P,_1 — P,,. Wie sagen P, f ist der Anteil von f auf
der Skala V,,. Q,.f € W,, enthalt die Details, die P,,_; f von P, f unterscheidet.

In Abschnitt 3.3 wird ein kontinuierliches Analogon vorgestellt, mit dem die Begriffe Skala
und Detail auf die kontinuierliche Transformation tibertragen werden.
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Lemma 2.2 [LMRY4, 2.2.3] Die Skalierungsfunktion o erfillt eine Skalierungsglei-
chung. Fs existiert eine Folge {hy.}rez € *(Z) mit

p(r) = V2 hpp(2e—k),  z€R, (2.2)

kEZ

im L?-Sinn.
Die Fourier-Transformierte der Skalierungsgleichung lautet
p(w) = hw/2)p(w/2),

mit iL(w) = %\/5 > ken hpe~ e,
Lemma 2.2 folgt aus Formel (2.1).

Satz 2.3 [LMRY4, 2.2.10] Sei {V,, }mez eine Multiskalenanalyse, die von der orthogona-
len Skalierungsfunktion o € Vo erzeugt wird. Die Funktion ¢ € V_y, definiert durch

V()= V2 g2 — k),  zER, (2.3)

kEZ

wobei gy := (—1) hy_y, besitzt folgende Figenschaften
(i) {DamTytp; k € Z} ist eine Orthonormalbasis fiir W,,.
(ii) {DomTyth; k,m € Z} ist eine Orthonormalbasis fir L*(R).

(iii) Die Funktion 1 ist ein Wavelet, d. h. eine nach (1.3) zuldssige Funktion mit ¢, =
21In 2.

Als diskrete Wavelet-Transformation (DWT) von f € L?(R) bezeichnen wir die
Koeffizienten von f in dieser Basis, also die Abbildung

f = <<f7 D2mTk¢>>m7k€Z'

Die Skalierungsgleichung (2.2) ist die Grundlage fiir schnelle Algorithmen. Sie erlaubt, die
Rechnung auf den Koeffizienten g¢,, h, durchzufiihren. Die Schwierigkeit besteht darin,
Losungen fiir die Skalierungsgleichung (2.2) anzugeben. Es gibt verschiedene Varianten
dieses Konzeptes, wie z. B. biorthogonale Wavelets oder Wavelet-Packets, denen jedoch
das Ziel einer redundanzfreien, an einer Basis orientierten Transformation gemein ist.

Weitere Details finden sich z. B. in [Dau92, LMR94].
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Zusammenhang zur kontinuierlichen Transformation

Die eindimensionale MSA kann als Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transfor-
mation aufgefasst werden. Dies beruht auf der Orthonormalbasis in Satz 2.3 (ii), konstru-
iert aus einer Teilmenge des Orbits Uyt eines Wavelets . Dies erlaubt, den Algorithmus
zur Berechnung der DWT auch fiir andere Diskretisierungen zu nutzen.

Satz 2.4 [Sai97] Seien die Bezeichnungen wie in Abschnitt 1./ festgelegt, d. h. F ist eine
Menge, H ein Hilbert-Raum, u : E — H eine Abbildung und Hy ein Hilbert-Raum tber
E mit durch w und (1.7) definierten reproduzierenden Kern K.

Set {u(pi) }ier, pi € E ein vollstindiges Orthonormalsystem von Hy , wobei [ eine Index-
menge ist. Dann gilt fir alle '€ Hy der Abtastsatz

F(p) =Y F(p)K(p,pi).

€]
BEWEIS Fiir alle F' € Hg gilt die Darstellung

F(p) = (f,u(p))x, firein [ € H.

Der Beweis folgt mit der Parseval-Plancherel Identitat:

F(p) = Z<F(p)7U(pi)>HU(pi) = Z<f7U(pi)>H<u(pi)7U(p)>H = Z F(pi) K (p, pi)-
m

Der Satz kann als Verallgemeinerung des Abtastsatzes von Whittaker, Kotel'nikov und
Shannon aufgefasst werden. Der dort auftretende Raum PWT™ der bandbeschrankten
Funktionen ist ein Hilbert-Raum mit dem reproduzierenden Kern K(x,y) = sinc(x — y),
die Funktionen u(p,)(y) := sinc(n —y) bilden eine Orthonormalbasis. Angewendet auf die
Wavelet-Transformation erhalten wir den folgenden

Satz 2.5 [Sai97, Salz 3.5.6] Das Bild WT,(L*(R)) der CWT zur Gruppe ,ax+b* diber
L*(R) und einem Wavelet 1 € L*(R), welches eine Multiskalenanalyse erzeugt, ist cha-
rakterisiert durch:

Fiir alle Folgen c; i € I*(Z*) existiert genau eine Funktion (A, z) € Hy, mit
cr=F(2.2k),  jkeL,

und es gilt
F(A2) =) s ((A,2),(27,27k)).

I kEZ

Dabei bezeichnet K den reproduzierenden Kern der Wavelet-Transformation.

BEWEIS Der Beweis folgt aus Satz 2.4. O

Wir sehen erneut deutlich die Redundanz der kontinuierlichen Wavelet-Transformation.

32



Mehrdimensionale Multiskalenanalyse

Die Multiskalenanalyse auf R™ wird analog zu Definition 2.1 erklart. Statt der Dilatation
in (2.1) wird nun eine Dilatationsmatrix A € GL(m,R) betrachtet, mit

FevV, e f(Am) eV,

Die Dilatationsmatrix soll in jeder Richtung strecken, d.h. |o(A)| > 1 und innerhalb
ganzzahliger Gitter operieren, also A(Z™) C Z™. Man kann zeigen:

Satz 2.6 [LMRY/, Satz 2.2.15] Sei {V,, } ez eine MSA mit Dilatationsmatriz A. Dann
existieren | det(A)| —1 Wavelets 11, ... |geq(a)-1 € V-1, die eine ONB des orthogonalen
Komplements Wy von Vo in V_q erzeugen, d. h.

{jmn = |det A|7™/2p (A - —k); j=1,...|det A|— 1,m € Z,k € A
ist eine ONB des L*(R™).

Losungen der entsprechenden mehrdimensionalen Skalierungsgleichungen sind schwer zu
finden. Fiir diagonale Dilatationsmatrizen lassen sich Wavelets als Tensorprodukt eindi-
mensionaler Wavelets erzeugen. Der Nachteil fiir die Bildanalyse ist die Bevorzugung der
Ordinatenrichtungen. Dies wird anhand von Beispielen an Mammographien in Abschnitt
6.9 gezeigt.

Fazit: MSA fiir Bildanalyse?

Die Idee der Multiskalenanalyse ist, durch ,kritisches® Abtasten eine ONB, eine redun-
danzfreie Transformation zu erzeugen. Dieser Ansatz eignet sich hervorragend fiir die
Datenkompression, wie zahlreiche Anwendungen belegen.

Nicht-redundanz bringt fiir die Bildanalyse aber keine Vorteile, sondern steht eher im
Widerspruch zu dem Ziel, méglichst prézise Detailinformationen zu generieren. Fiir die
Bildanalyse benétigen wir eine translationskovariante Transformation. Bei der DW'T sind
nur die Raume W, translationskovariant, nicht die Transformation als ganzes. Das dya-
dische Gitter ist nicht an bestimmte Skalenbereiche anpassbar. Die mehrdimensionale
Verallgemeinerung folgt keiner geometrischen Anschauung, der Ansatz als Tensorprodukt
fithrt zur Bevorzugung gewisser Richtungen.

2.2 Frames

Ziel ist, die kontinuierliche WT zu diskretisieren, z. B. indem nur eine Teilmenge von
WTy(g) auf einer abzidhlbaren Teilmenge I' von (& betrachtet wird. Eine zentrale Forde-
rung an so eine Menge I' ist, dass die Funktion sich aus der diskreten Menge rekonstruieren
lasst. Die weitere Forderung nach Translationskovarianz fithrt auf redundante Transfor-
mationen.
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Fiir solche redundanten, diskreten Transformationen beantwortet das Konzept des Fra-
mes die Frage nach der Invertierbarkeit. Frames wurden von Duffin und Schaefer [DS52]
entwickelt.

Sei H Hilbert-Raum, I' C Z Indexmenge und {¢, },er C H. Es geht um die Frage, wann
die Koeffizientenabbildung

= {<f7 S‘Qn>}nel“

umkehrbar, dass heifit, der zugehorige Operator beschrankt invertierbar ist.

Definition 2.7 Die Folge {¢, }ner ist ein Frame von H, falls Frame-Schranken A, B > 0
existieren, so dass

AIFIP <Y [ e < BIFIE (2.4)

nel’

Der Operator F': H — I*(T'), Ff(n) := (f,¢.) heifit Frame-Operator. Gilt A = B, so
heifst der Frame fest.

Der Operator F'ist offensichtlich linear und weiter beschrankt aufgrund der rechten Ab-
schidtzung. Die linke Abschitzung garantiert Injektivitdt und damit Invertierbarkeit von
F auf seinem Bild Im(F') C {*(T).
Ist {©, }ner w-linear unabhéngig, so heifit der Frame minimal. Er ist dann exakt bzw.
eine Riesz-Basis. In diesem Fall ist {¢, },er topologisch isomorph zu einer Orthonor-
malbasis von H.
Falls {¢, }ner w-linear abhéngig ist, ist Im(F') echter Teilraum von (*(I') ([Mal98, Prop
5.1]). Dann existieren unendlich viele Linksinverse F~! : [*(T') — H mit F7'Ff = f.
Jenes eindeutige Inverse I, welches Im(F)* auf 0 abbildet heift Pseudoinverse von F
und ist gegeben durch

Y= (FF)7

Die Pseudoinverse ist ein beschrankter Operator mit Hﬁ_lﬂ < (VA)™. Zur Pseudoinver-
sen existiert ein dualer Frame:

Satz 2.8 [Mal98, Theorem 5.2] Sei {¢, }nez €in Frame mit Frame-Schranken A und B.
Definiere @, := (F*F) Y¢,. Dann gilt fir alle f € H

1 s 1

sowie

[ = F_lFf = Z<f7 ‘Pn>95n = Z<f7 ¢n>99n

nel’ nel’
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Bemerkung 2.9 Diese Rekonstruktion ist analog zum kontinuierlichen Fall. Dort erlaubt
die Redundanz der CWT verschiedene Rekonstruktionswavelets, aber nur die Wahl von
Y fithrt auf die eindeutige Rekonstruktion mit dem adjungierten Operator, der implizit

eine Orthogonalprojektion von L*(G) auf Im(WT) ist (Formel (1.1)).

Aufgrund der allgemeineren Geometrie eines Frames, ist der duale Frame im allgemeinen
unterschiedlich vom analysierenden Frame. Der inverse Frame wird durch iterative Verfah-
ren, wie z. B. dem konjugierten Gradientenverfahren oder dem extrapolierten Richardson
Algorithmus, berechnet, vgl. [Mal98]. Die Konvergenzrate dieser Verfahren hangt von dem
Verhiltnis B/A ab. Die Verfahren konvergieren um so schneller, je niher dieser Wert bei
1 liegt. Nur im Fall eines festen Frames gilt ¢, = %c,on. Die Berechnung des dualen Fra-
mes zu einem nicht-festen Frame ist also numerisch aufwendig, weshalb feste Frames von
Vorteil sind. O

Die Redundanz in Frames ist oft Absicht und wird benutzt, um durch Operationen auf
den Koeffizienten z.B. Rauschen zu minimieren. Dabei spielt die Rekonstruktion, und
damit die Projektion von {*(T') auf das Bild Im(F') des Frames eine wichtige Rolle. Der
duale Frame ist ausgezeichnet durch folgende Eigenschaft.

Proposition 2.10 [Mal98, Proposition 5.2] Sei {p, }nez ein Frame fir H und F der zu-
gehorige Frame-Operator. Weiter sei { @, }nez der duale Frame. Der Operator P : [*(T') —
1*(I)

Pa(n):= FF'a(n) =) a(p){Gppa)n (2.5)

pel’

ist eine Orthogonalprojektion von I*(T') auf Im(F).

Bemerkung 2.11 Auch hier tritt ein Kern K(p,n) := (¢,, pn) auf. Das Bild Im(F") ist
durch eine reproduzierende Eigenschaft charakterisiert: Es ist y(n),er € Im(F') genau
dann, wenn gilt
y(n) = y(p)(p: 2n)-
pel
O

Der Begriff des Frame ist fiir unsere Zwecke zu allgemein. Ziel sind Frames, die als Diskre-
tisierung einer kontinuierlichen Wavelet-Transformation aufgefasst werden kénnen. Wir
verwenden dazu spéter eine diskrete Teilmenge des Wavelet-Orbits Ugtp, die moglichst
durch eine diskrete Untergruppe von GG erzeugt ist.

Definition 2.12 Als Wavelet-Frame zur Wavelet-Transformation tber der Gruppe G
bezeichnen wir einen Frame, der als Orbit Uy, g € ', der Einschrinkung der Operation
der Gruppe G auf eine (diskrete) Teilmenge I auf einer zuldssigen Funktion v entsteht.
Fir G = ,az+b0“ wird der Frame auch affiner Frame genannt.
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Semidiskrete Frames

Die Menge I' muss nicht diskret sein. Wir werden im folgenden Frames zu I' := R™ x
A mit einer diskreten Menge A betrachten. In diesem Fall zerfallt die Integration in
Summation iiber den diskreten Anteil A sowie die kontinuierliche Indexmenge R™. Die
Frame-Bedingung lautet dann

A <Y [ el o< B (26)
A

Der dadurch definierte Frame-Operator F' : H — L*(T') := I*(L*(R™ x A)) hat die gleichen
Eigenschaften wie oben. Resultate {iber die Pseudoinverse und den dualen Frame gelten
analog, wobei Summation iiber I' wie oben zu interpretieren ist.

Verschiebbare Transformation

Die Vertauschungsoperator-Eigenschaft, insbesondere die Translationskovarianz der konti-
nuierlichen Transformation soll auch fiir den Frame gelten, d. h. T,o WT = W7o T,, wobei
T, kanonisch auf L?(G) operiert. Dies ist begriindet durch die in der Bildanalyse wichtige
Rolle der Translationskovarianz einer Transformation, die sich aus der Forderung ergibt,
dass das Ergebnis eines Analyse-Algorithmus unabhéangig vom Koordinatenursprung des
Bildes sein soll. Dies wird durch &dquidistante Abtastung der Translationen, unabhéngig
von der Skala, erreicht und fithrt zwingend auf eine redundante Transformation.

Lemma 2.13 Sei A diskrete Teilmenge der Dilatationsgruppe H. Dann gilt:

Genau dann ist die Finschrinkung der Wavelet-Transformation auf das Gitter D C R™ x
A translationskovariant beziiglich Translationen aus Z™, wenn fir jede Skala a € A eine
Menge B, C R™ existiert, so dass

D=J J{b+2zm) xa}.

a€AbEB,

BEWEIS Die kontinuierliche Wavelet-Transformation vertauscht mit Translation. Fiir
jedes feste h € D folgt damit, dass mit einem Punkt (b,a) € R™ x A auch das Gitter
(b+7Z™) x a in D liegen muss. O
Da die MSA mit A = {27,7 € N} und B, = {0} echt in ein solches Gitter eingebettet
werden kann, fithrt diese Finschréankung fiir affine Wavelets zwingend auf eine redundante
Transformation.

Implementation im Fourier-Raum

Die spezielle Gestalt eines durch die Operation der Translation erzeugten, translations-
kovarianten Frames erlaubt eine effiziente Implementation. Betrachten wir dazu erst die
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kontinuierliche Transformation. Die Wavelet-Transformation kann fiir zuléssiges » € Hy
als in der Dilatationsgruppe H indizierte Familie von Faltungen aufgefasst werden,

WTuf(g) = femd(b),  g=(hb)

Die Fourier-Transformation diagonalisiert die Faltung, was zu der Darstellung

WTufta) = (. Timd) = [ ) det(h)!2e(wh)e™ds

— F! ( flw) det(h)l/2m> (b)

fiihrt. Dies legt, bei aquidistanter Diskretisierung der Translation, eine Implementation im
Fourier-Raum nahe. Die Funktion f wird dann mit Hilfe der schnellen Fourier-Transfor-
mation (FFT) diskret Fourier-transformiert. Fiir jede Dilatation h € H wird das entspre-
chend skalierte Wavelet im Fourier-Bereich multipliziert und die inverse Fourier-Transfor-
mation berechnet. Die Komplexitit einer Implementation entspricht damit, fiir eine feste
Zahl von Skalen &, der der schnellen Fourier-Transformation.

Vorteil dieser Herangehensweise ist, dass der Algorithmus, im Gegensatz zu Pyramidenal-
gorithmen, von der Diskretisierung der Dilatationsgruppe unabhéngig ist. Wichtig ist nur
die translationskovariante Struktur, also die d&quidistante Diskretisierung der Translatio-
nen, um die Fourier-Transformation nutzen zu kénnen. Wie spéater in Abschnitt 6.5 aus-
gefiithrt wird, ist Translationskovarianz eine notwendige Figenschaft einer fiir die prazise
Bildanalyse geeigneten Transformation. Fine Rekonstruktion lasst sich analog mit dem
dualen Frame implementieren.

Bei naiver Diskretisierung erhélt man keine exakte Rekonstruktion. In Abschnitt 6.6 wird
ein neuer Algorithmus vorgestellt, der auch fiir die Rechnung mit FFT eine exakte Rekon-
struktion erlaubt. Dieser basiert auf der in Kapitel 3 eingefiithrten integrierten Wavelet-
Transformation.

Ein Problem fiir die praktische Anwendung ist, dass man bei Anwendung der diskreten
Fourier-Transformation von einem periodischen Signal ausgeht. Die Periodisierung fiihrt
aber zu Randeffekten und damit Artefakten. Wenn das Wavelet gut lokalisiert ist, ist dieser
Effekt gering. Er lésst sich durch geeignete Fortsetzung der Funktion auf ein gréferes
Definitionsgebiet einschréanken. Bei der Anwendung fiir die Bildanalyse werden die Werte
der Transformierten am Rand nicht fiir die Auswertung herangezogen.

2.3 Semidiskrete Wavelet-Transformation

Ziel dieses Abschnitts ist eine translationskovariante diskrete Wavelet-Transformation.
Dazu wird das Problem der Diskretisierung in zwei Schritte aufgetrennt: In Abschnitt
2.3.1 wird die Dilatationsgruppe H diskretisiert. Die Translationsgruppe R™ bleibt kon-
tinuierlich, wir erhalten somit semidiskrete Wavelet-Frames fiir G = R™ x H.

Im folgenden Abschnitt 2.3.2 wird die Diskussion auf die Gruppe ,ax 4 b* eingeschrankt
und die Translation dquidistant diskretisiert. Dies fiithrt auf den Mallat-Algorithmus, der
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vorgestellt wird. Abschnitt 2.3.3 zeigt schliefilich die Konstruktion des zweidimensiona-
len Mallat-Algorithmus. Dieser unterscheidet sich deutlich von der MSA, da er nicht
,von unten“, als Tensorprodukt der eindimensionalen MSA, sondern ,,von oben®, als Dis-
kretisierung der zweidimensionalen CWT {iber der Euklidischen Gruppe mit Dilatation,
konstruiert wird.

2.3.1 Diskretisierung der Skalen

In diesem Abschnitt sei ¢ = R™ x H, wobei H < G/'L(m,R) eine abgeschlossene Un-

tergruppe ist. V. C R™ sei offener H-Orbit und U, = Tym, eine quadratintegrierbare
Darstellung von G auf Hy C L*(R™). Vergleiche auch Abschnitt 1.2.

Definition 2.14 Sei A eine nicht leere, abzihlbare Teilmenge der Dilatationsgruppe H.
Wir bezeichnen die Einschrinkung

Wﬁ : f = {<f7 CD?7TUL?7Z)>}I)ER’",ULEA~

der kontinuierlichen Wavelet-Transformation WTy f auf die Menge R™ x A als semidis-
krete Wavelet-Transformation.

Die Diskretisierung erfolgt durch Abtasten der kontinuierlichen Wavelet-Koeffizienten, wie

es auch, vgl. Satz 2.5, bei der DWT der Fall ist.

Im eindimensionalen erhalten wir mit geometrisch diskretisierter Skala A := {27; j € Z}

die von S. Mallat [Mal98] eingefiihrte dyadische Wavelet-Transformation (DyadWT).

Durch die Diskretisierung von Skala und Rotation werden Bedingungen an das Wavelet
notwendig, damit die Transformation weiterhin injektiv und durch einen beschrinkten
Operator invertierbar bleibt. Beide Punkte klért der folgende Satz.

Satz 2.15 Sei A eine nicht leere, abzihlbare Teilmenge der Dilatationsgruppe H. Falls
zu ) € Hy Konstanten A, B > 0 existieren mit

A< Z‘;/Z(wa)f <B fiir fast alle w €'V, (2.7)

aEA~

dann gilt fir alle { € Hy

1 2 2
AP <Y m“wﬁf(-,a)” < B|[fII- (2.8)
aEA~

Erfillt weiter y € Hy die Bedingung

Z;/A)(wa))%(wa) =1 fir fast alle w €'V, (2.9)

aEA~
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dann gilt fir alle { € Hy

f= Z ! WTif(.,a) * ToXs in Hy. (2.10)

BEWEIS Fiir den eindimensionalen affinen Fall i/ = R mit dyadischer Diskretisierung

A = {2/,j € Z} findet sich ein Beweis in [Mal98, Theorem 5.11]. Analog gilt fiir die
Fourier-Transformierte von f,(u) := WT, f(u,a) nach u:

]/C;(w) = f(w)‘det(a)‘l/zgﬁ(wa), fiir fast alle w € V. (2.11)

Multiplikation von (2.7) mit |f(w)|2 ergibt

A‘f(w)‘z < Z‘det(a)‘_l fa(w)‘z < B‘f(w)‘z fiir fast alle w € V.

aEA~

Integriert man jede Seite der Ungleichung iiber V' und wendet die Parseval-Gleichung an,
so folgt (2.8). Multipliziert man analog Formel (2.9) mit f(w) fiir fast alle w € V und
setzt (2.11) ein, so folgt (2.10). O

Wir kommen in Kapitel 3 im Zusammenhang mit der dort definierten integrierten Wavelet-
Transformation auf diesen Satz zuriick. Dort wird eine neue Variante gezeigt (Satz 3.45
bzw. 4.7), bei der keine Bedingungen an das Wavelet notwendig sind.

Im allgemeinen folgt aus (2.7) bereits die Zuldssigkeitshedingung fiir ein kontinuierliches
Wavelet. Wir formulieren diese bekannte Aussage in zwei Varianten im allgemeinen Kon-
text:

Lemma 2.16 (i) Sei ¢ € Hy. Sei A eine diskrete Untergruppe von H und F kompakter
Fundamentalbereich zu H/ A (vgl. Definition 4.6). Es existieren Konstanten A, B > 0 mit

A< Z‘;/Z(wa)f <B fiir fast alle w € V. (2.12)

aEA~

Dann ist ¢ zulissig.

(ii) Sei G =R" x (SO(m) x R%) und o € L*(R™). Sei die Diskretisierung der Dilatation
gegeben durch eine streng monoton steigende Folge (ap,)nez = Ac R%. Ls gelte weiter
sup{any1/an;n € Z} < o0o. Es existieren Konstanten A, B > 0 mit

A<y

neZ

;/A)(wan)f <B fiir fast alle w € R™ \ {0}, (2.13)

Dann ist ¢ zulissig.
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BEWEIS (i) Sei vy € V.

J 19 o by Z/F 151 o pu(h) dyun ()
_Z/ 01 0 py(ha) dup(h)

a€A

< [ (S enal | duntn)

a€A
(2.12)
< Bun(F)
< Q.

(ii) Sei ¢ € L*(R™). Fiir Zuléssigkeit ist nur die Dilatation R% wesentlich. Wir ver-
nachléssigen daher in der folgenden Rechnung die Integration iitber SO(m). Sei v €

R™\ {0}
| ke / T o)

an+1

- Z [ 1o p(aan

neZ 1

sup{ 2t nez} . a
S/l (Z R OM(@%)) d;

neZ

(2.13) 1
< Bsup{ ;nEZ}

n

< 0.

a

Insbesondere ist die dyadische Wavelet-Transformation immer eine Einschrankung der
kontinuierlichen Transformation.

Die Redundanz der semidiskreten Transformation fiithrt, &hnlich wie bei der CWT, dazu,
dass fiir die Rekonstruktion mehrere Rekonstruktionswavelets zur Verfiigung stehen. For-
mel (2.9) ist das diskrete Analogon zur gemischten Zuldssigkeitsbedingung.

Die zu WTi assoziierte Familie von Faltungsoperatoren (y,),c 5 auf Hy,
pal)(b) ;= WTT f(ba), acA
kann unter den Voraussetzungen des Satzes als ein semidiskreter Frame-Operator in den

Raum [?(L*(R™ x A)) aufgefasst werden, d. h. WTg : Hy — P(LA(R™ x A)), vgl. auch
Abschnitt 2.3.1 Gleichung 2.8 ist genau das semidiskrete Analogon zu 2.4.
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Uber die Pseudoinverse erhilt man den dualen Frame als eine Familie von Faltungsope-
ratoren, die von dem dualen Wavelet v € Hy erzeugt wird. Offensichtlich erfiillt

@/3((—5)
S eei | (aw)[?’

die Bedingung (2.9). Um zu zeigen, dass dies der duale Frame ist, genligt es zu zeigen,

dass Funktionen aus Im(WT)*t auf Null abgebildet werden. Sei also F' € Im(WT)L, d.h.

es gilt fiir alle f € H:
/ZFba (s Uy )pdb = 0.

a€A

Mit der Parseval-Formel beziiglich. R™ bedeutet dies

X(w) = weV (2.14)

/A S P, a)f(@)mab(w)de =0, ¥feH. (2.15)

Fiir obiges y folgt

/ ZF()G ba

/ VI pma x(—b)db

aEA~
/ Bufw)mn(w)ds
E, —
:/ () Tath(w) dew (2.16)
DwedlP(aw)?
Der Faktor % ist zwar keine L?-Funktion, aber von @ unabhingig. Er kann
a/GA a’w

durch eine Partition der Eins aus L?-Funktionen dargestellt werden, deren jeder Sum-
mand in (2.16) aufgrund (2.15) Null ist. Damit ist gezeigt, dass y genau den durch die
Pseudoinverse definierten dualen Frame aufspannt.

Bemerkung 2.17 Es gibt einen alternativen Ansatz einer translationskovarianten Trans-
formation, die auf den lokalen Betrags-Maxima in den Skalen basiert und von S. Mallat
und S. Zhong [MZ92] entwickelt wurde. Fiir diese gibt es eine iterative Rekonstruktion
durch alternierende Projektionen. Um die lokalen Extrema zu bestimmen, ist allerdings
die Berechnung der ganzen Skala notwendig, somit ist kein schneller Algorithmus zu erwar-
ten. Von sehr grofler Bedeutung ist aber, dass die lokalen Betrags-Maxima — zumindest fiir
eine grofle Klasse von Funktionen — bereits sémtliche fiir die Rekonstruktion wesentliche
Information codieren. Dies motiviert verschiedene Anséitze, die in den folgenden Kapiteln
zur digitalen Mammographie untersucht werden. O
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2.3.2 Die eindimensionale dyadische Transformation

Einen schnellen Algorithmus zur Implementation der semidiskreten Transformation in
Form eines Pyramidenalgorithmus erhédlt man unter zusédtzlichen Forderungen an das
Wavelet. Dabei wird der auf der MSA basierende Algorithmus der schnellen Wavelet-
Transformation [LMR94] nachgebildet. Dazu wird gefordert, dass eine Skalierungsfunk-
tion existiert sowie die Skalierungsgleichung (2.2) erfiillt wird. Der folgende Algorithmus
von S. Mallat und wird auch Mallat-Algorithmus genannt. Wir stellen zuerst die ein-
dimensionale Version vor, da hier die Konstruktionsideen deutlich werden. Interessant ist
insbesondere die im ndchsten Abschnitt folgende Verallgemeinerung auf den mehrdimen-
sionalen Fall, da diese vom Multiskalenansatz abweicht.

Der hier vorgestellte Algorithmus wird in Abschnitt 3.5 aufgegriffen und fiir die integrierte
Wavelet-Transformation auf eine groflere Klasse an Wavelets verallgemeinert, die nicht
mehr einer Skalierungsgleichung geniigen miissen.

Sei die Skala dyadisch diskretisiert, also D = {27, 7 € Z} und v ein nach Satz 2.15 zulissi-
ges, sogenanntes dyadisches Wavelet. Dieses sei durch eine stetige Skalierungsfunktion
e € L*(R)N LY(R) mit $(0) = 1 gegeben, welche der Skalierungsgleichung (2.2) geniigt.
Dann gilt

= Z h(n)e(2z —n), d.h. vV24(2w) = h(w)@(w) sowie

= Zg(n)cp(Z:L‘ —n), d.h. \/51/3(2(«0) = g(w)p(w),

neZ

mit ¢ € R und w € @, wobei h,g € [*(Z), d.h. g, h sind Funktionen auf L*([—m,7])
die auf R periodisch fortgesetzt werden. Wir nehmen weiter an, dass g und h endlichen
(kompakten) Trager haben, in der Sprache der Signalverarbeitung FIR-Filter (von finite
impulse response) sind. Damit haben nach [Mal98, Prop. 7.3] auch ¢ und ¢ kompakten
Tréger.

Analog sei @, € L*(R) Skalierungsfunktion fiir ¢,.x € L*(R), gegeben durch FIR-Filter
Breks Grex € *(Z), d. .

S‘Qrek Zhrek S‘Qrek 2$ - n) d.h. \/_Sorek(Qw) — hrek( )@(w) sowie

neZ
Zgrek S«Qrek 21; - n) d h f¢rek(2w) — grek( )@(w)
neZ

Unter folgender Bedingung an die Folgen h, g, h,ck, grer sind @, ¥, ek, ¥,er perfekte Re-
konstruktionsfilter.

Proposition 2.18 [Mal98, Prop. 5.5] Seien h, g, hyek, grex € 1N(Z) wie oben durch Ska-

lierungsgleichungen gegeben. Erfillen ihre Fourier-Transformierten

em—

(W)hrer(w) + §(w)Grek(w) = 2 (2.17)

P b
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fiir fast alle w € [—m, 7], dann gilt

Z;/Z(wa)@@jw) =1 fiir fast alle w € R. (2.18)

JEZ

Wir haben also die Rekonstruktionsbedingung (2.9) aus Satz 2.15 durch eine Bedingung
an die Koeffizienten ersetzt.

Bemerkungen 2.19

(a)

Es bietet sich der Vergleich mit der schnellen Wavelet-Transformation der Multiska-
lenanalyse an. Filter g, h, g ek, hrer. sind nach M. Vetterli [Mal98, Theorem 7.7] genau
dann biorthogonale Wavelet-Filter (perfect reconstruction filter) fiir die DW'T, wenn
gilt

em—

(@) hrek(@) + §(w)Gren (w) = 2 (2.19)
und
h(w 4 m)hee(w) + §(@ + 7)gror (w) = 0. (2.20)

Im Gegensatz zu diesem Bedingungen ist die Voraussetzung fiir die Rekonstrukti-
onsbedingung (2.18) aus obiger Proposition also schwicher. Die zweite Bedingung
(2.20) entsteht bei der DWT durch ,,Sub-Sampling®, dem Weglassen jedes zweiten
Koeffizienten, sie verhindert Aliasing (aliasing cancellation condition). Sie ist hier
nicht notwendig, da kein Sub-Sampling stattfindet [Mal98§].

Deshalb sind auch die Rekonstruktionsfilter hier nicht mehr eindeutig. Lésungen
von (2.17) fithren nicht zwingend auf den durch Satz 2.8 gegebenen dualen Frame.

Gibt es Beispiele fiir Wavelets, die Proposition 2.18 gentigen? Nach (a) erzeugen ins-
besondere alle fiir die DW'T konstruierten orthogonalen und biorthogonalen Filter
auch dyadische Wavelets. In [Mal98] findet sich auch ein explizit fiir diesen Algorith-
mus konstruiertes Beispiel. Die etwas groflere Freiheit gegeniiber der DWT bei der
Konstruktion von Wavelets wurde bisher in der Literatur nicht gezielt ausgenutzt.

Bezeichne Sy die Projektion von L*(R) auf V; := span{T,p,n € Z}, gegeben durch

So(f)(n) == (f,Tng), Vn € Z.

Weiter sei fiir alle n € Z und j € Ny

Si(f)(n) == (f, TnDqysp), sowie
Ti(f)(n) := WTyf(n,2') = (f, T, D).

Bezeichne weiter h; die durch h;(2") := h(n), n € Z, und Null sonst definierte Folge aus
[*(Z). Ebenso fiir Gj> hrekjs Grer ;- (Von diesen mit Null aufgefiillten Filtern kommt auch
der Name a-trou-Algorithmus.)
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Proposition 2.20 (Mallat-Algorithmus zur Berechnung der dyadischen Wavelet-Trans-
formation) [Mal98, Proposition 5.6]
Sei f € L*(R). Die Initialisierung erfolgt durch Projektion von f in Vo via S.
Mit wie oben gegebenen Filtern g, h gilt fir alle 7 > 0:
(i) (Zerlegung)
Si+

Tia(f) = Si(f) *

(2.21)
(2.22)

_.
~—~
~=
pa—
I
N
~—~
~=
pa—
*
SIGy

(ii) (Rekonstruktion) Erfillen grek, hrex die Voraussetzungen aus Proposition 2.18, dann
folgt

S0 = 5 (Sa(F) # hras(0) F Ton () * gty () - (229

Zum Beweis nur eine Motivation mit Hilfe der Darstellung als Filterbank: Sei f € [*(Z).

E — T]-I—l(f) - hrek

Si(f) f
— Sip1(f) — Grek

Qf

Formel (2.17) ist die klassische Bedingung an ein Paar Rekonstruktionsfilter, die S;(f) =
%f garantiert. Proposition 2.18 zeigt, dass, wenn dieses Schema iteriert wird, ein Frame
fiir Vo entsteht, denn nach (2.9) ist die Menge {7}, Dy;¢0,n € Z,j > 0} ein Frame fiir V4.
Der Raum V; statt L?(R) ist der Preis fiir den Start der Filterbank erst ab einer gegebenen
Skala. Der duale Frame ist durch {71, Dy;10,cx,n € Z,j > 0} gegeben.

Proposition (2.20) zeigt nun, dass diese Filterbank Werte des Wavelet-Koeffizienten be-
rechnet. Wesentlich fiir den Algorithmus ist der Ansatz, statt auf den Funktionswerten,
auf Koeffizienten zu rechnen.

2.3.3 Die zweidimensionale dyadische Transformation

Ein Vorteil der CW'T in h6heren Dimensionen ist der Rotationsparameter. Obwohl Satz
2.15 theoretisch beliebige Diskretisierung der Rotation zulasst, ist es schwer, dies in einem
schnellen Algorithmus zu verwirklichen. Von S. Mallat [Mal98] wurde ein Spezialfall fiir
eine schnelle Implementation praktisch ausgenutzt: Er betrachtet einen Sonderfall mit
zwel Richtungen bei geeignetem, als Tensorprodukt eindimensionaler dyadischer Wavelets
gegeben, separablen Wavelet.

Dieser Algorithmus wird hier unter einem neuen, bzw. in der Literatur vernachlassig-
ten Blickwinkel betrachtet: Wir zeigen, dass die Filterbank fiir den zweidimensionalen
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Algorithmus auch als Diskretisierung der kontinuierlichen Transformation iiber der Eu-
klidischen Gruppe mit Dilatation betrachtet werden kann. Er ist damit der tiber Tensor-
produktansatz kiinstlich verallgemeinerten diskreten Wavelet-Transformation iiberlegen,
da keine Artefakte durch Bevorzugung von Ordinatenrichtungen entstehen.

Analog zu oben erfordert der Pyramidenalgorithmus wieder Verfeinerbarkeit iiber Skalen:

Sei ¢ € L*(R?) ein dyadisches Wavelet mit der assoziierten stetigen Skalierungsfunktion
e € L*(R*) N LY(R?) und ¢(0) = 1, gegeben durch

26(2w) = h(w)p(w)  und

2(20) = )Pl (221)
wobei w € [—m,7])? und h,g € [*(Z?) beide endlichen Triger haben (FIR-Filter). Damit
haben nach [Mal98, Prop 7.3] auch ¢, kompakten Trager.
Analog sei .. € L?(R?) Skalierungsfunktion fiir 1. € L*(R?), gegeben durch FIR-Filter
Bveks Grek € 1*(Z?), also

2rek (20) = hrck(w)Prak(w)  und
ek (20) = Goor (@) Frok().

Welcher Bedingung miissen die Folgen h,r, g,.r geniigen, um Rekonstruktionsfilter fiir
g, h zu sein? Das Ziel ist, fiir (2.9) eine Bedingung analog zu (2.17) aus Proposition 2.18
herzuleiten. Problematisch ist insbesondere die Summation tiber diskretisierte Rotationen.
Wir wihlen die spezielle Diskretisierung der Rotation R := {0,7/2} und ¢ sowie ¢, €
L*(R) separabel mit p(w,,w,) = @(w:)p(w,) sowie @cr(ws,wy) = @rek(ws)@rek(wy). Dies
erlaubt, die Filter g, grer in der Summe (2.17) zusammenzufassen.

Die notwendige Bedingung (2.9) lasst sich dann umformen zu

Z R@Dagﬁ(w)R@Da@(w) =1, fiir fast alle w € R,

(a,0)EDXR

Zur Vereinfachung betrachten wir nur die Summanden fiir ein festes a, o. E. « = 1. Aus
den Skalierungsgleichungen (2.24) folgt mit w = (w,,w,) € R%

mh)w@@w) =
= 3 R R @) R (@) Rori()
wER

= §(w)P(w)grer(w)Pren(w) + Bz g(w)P(wy; o) Bz Grek (w)Prer(wy, wr)

= [HO0Fw) + Rzglw) Rz 5o w)] Hon gk Fraklon) == ().

Wihle nun ¢ speziell durch §(w;,w,) = g(w,) - 1 und ¢ separabel als grep(ws,w,) =

A~

k(wx)i(wy) dann lasst sich weiter umformen:

A~

() = [)h(w.)i(0,) + 5w h(w,)] BBl Bk () Frai(we).

45



Also muss gelten (um das Argument aus dem Beweis von Proposition 2.18 analog durch-
zufithren):

G Vh(wo)(wy) + Gl Yl wo b(w,) = h(w)hren(w) (2.25)

Eine mogliche Losung mit (aufgrund der Wahl von ¢) separablen iL(w) = iL(wx)iL(wy)

und separablen f;,;(w) = @(wx)f;;(wy), wie sie von S. Mallat eingefithrt wurde, ist
folgende

Proposition 2.21 [MZ92, Appendiz C] Gelte fiir Funktionen g,h,k,l, by € (*(Z)

Torer (o) h(we) + §lwe)k(ws) = 1

und

~

1 — ~
lwy) := 5 L+ hper(we ) h(ws)

fiir fast alle w, € [—7, 7|, dann gilt fir die zugehorigen, tber die Skalierungsgleichungen
zu den Filtern g(x,y) = g(x)do(y) und h(x,y) := h(x)h(y) sowie grer(x,y) := k(z)l(y)
und hyer(z,y) := hper(a

i
> R.D RyDu(w)RyDuthyop(w) = 1, fiir fast alle w € [—m, 7]

(a,p)EDXR

So bezeichnet den diskreten Dirac, d.h. 5o(0) = 1 und sonst Null, D = {2/ j € Z} und
R ={0,7/2}.

heer(y) definierten Funktionen ¢ und .

BEWEIS Aus den Voraussetzungen folgt direkt Formel (2.25). Der weitere Beweis verlauft
analog zum eindimensionalen Fall in Proposition 2.18. O

Bemerkungen 2.22

(a) Durch die Bedingung, als Wavelet nur separable Filter zu benutzen, wird die Wahl
an Wavelets gegentiber (2.7) drastisch eingeschrankt.

(b) Die Filter k, sind nicht durch Eigenschaften der Rekonstruktion begriindet, sondern
willkiirlich gewahlt.

(¢) Analog kann auch in héheren Dimensionen m vorgegangen werden. Nur der Filter
L wird fiir m > 2 nichtseparabel, ist aber noch als Summe separabler Filter (also

als Tensorprodukt) darstellbar [KL98].

Bezeichne fiir alle n € Z%, 7 € N
Si(N)n) = {f, T, Dy o),

sowie

THF)(n) := (f, T Dystb) und
T2(f)(n) i= (. T, Dy Ryya).

Damit lautet der Algorithmus fiir die zweidimensionale Transformation:
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Proposition 2.23 (Mallat-Algorithmus zur Berechnung der zweidimensionalen dyadi-
schen Wavelet-Transformation) [MZ92, Appendiz D]

Sei f € L*(R?). Die Initialisierung erfolgt durch Projektion von f in Vy via Sy.
(i) (Zerlegung) Mit wie oben gegebenen Filtern g,h gilt fir alle j > 0:

Sisa(f) = 5i(f) * hjh;
T (f) = Si(f) * gido
T7(f) = Si(f) * dogj.
(ii) (Rekonstruktion) Erfillen h,cx,k,l die Voraussetzungen aus Proposition 2.21, so
qilt:
S]‘f = le-l-lf * k]‘l]‘ + sz-l-lf * l]‘k]‘ + Sj-l-lf * hrekjhrekj-

Bemerkung 2.24 Vergleiche Satz 2.6 zur Tensorprodukt-Verallgemeinerung der Multi-
skalenanalyse in héhere Dimensionen. Auf den ersten Blick sieht dieser Algorithmus auch
nach einem Tensorprodukt-Ansatz aus. Dann wiirde aber ein dritter Wavelet-Filter T]3+17
mit dem, im Tensorprodukt auftretenden, dritten Kreuzterm g;g;, fehlen.

Dieser zweidimensionale Algorithmus wurde nicht durch ein Tensorprodukt erreicht. Statt
dessen wurde die Dilatationsgruppe der zweidimensionalen CWT diskretisiert, wobei die
Operation der Rotationen der SO(2) in genau zwei Richtungen diskretisiert wurde. Dabei
wird ein separables Wavelet verwendet, welches zu dem dhnlich aussehenden Algorithmus
fiihrt.

Sind ¢ und ¢ achsensymmetrisch, dann wurden implizit alle vier Richtungen {0, 7/2, =,
37 /2} berechnet, also beziiglich einer zyklischen Untergruppe der Rotationen diskretisiert.
Das ist die zur Bildanalyse geeignete Interpretation des Mallat-Algorithmus. O

Diskussion

Im Gegensatz zur MSA erlaubt der Ansatz iiber Frames eine translationskovariante Trans-
formation, wie fiir die Anwendung zur Bildanalyse erforderlich. Weiter kann auch die
mehrdimensionale CWT, insbesondere die Operation der Rotation, kanonisch diskreti-
siert werden, was fiir die schnelle Wavelet-Transformation nicht der Fall ist. Durch den
Ansatz mit separablen Filtern ist der Mallat-Algorithmus einer Implementation mit der
zweidimensionalen FFT iiberlegen.

Problemstellen des Mallat-Algorithmus sind:

(i) Rekonstruktion. Esist ein dualer Frame zu bestimmen. Das ist, wie in Bemerkung
2.9 diskutiert, aufwendig. Deshalb ist das Ziel, feste Frames zu konstruieren.

(ii) Dyadische Diskretisierung der Skala. Die Diskretisierung der Skala ist auf-
grund des Pyramidenschemas eingeschrankt.
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(iii) Orientierung. Der Mallat-Algorithmus berechnet zwei Richtungen. Damit kann
in einem Punkt nur der Gradient angegeben werden. Daraus ergibt sich ein Nachteil
fiir die punktweise Analyse von Signalen. So liefert der Gradient im Kreuzungspunkt
zweier Kanten keine verwertbare Information.

Fiir die Detektion von Mikroverkalkungen in Mammographien sind z. B. Verkal-
kungen und Kreuzungen von Gewebestrukturen zu unterscheiden. Dafiir wird mehr
Richtungsinformation benétigt. In Abschnitt 7.2.3 wird eine Skala-Winkel-Darstel-
lung der kontinuierlichen Transformation vorgestellt, die zeigt, dass sich solche
Strukturen in Mammographien mit Hilfe des Rotationsparameters der CWT un-
terscheiden lassen.

(iv) Wavelets. Die Freiheit bei der Wahl des Wavelets ist durch die, fiir den Algorith-

mus notwendige, Skalierungsgleichung deutlich eingeschrankt.

Kern dieser Arbeit ist die integrierte Wavelet-Transformation, welche im folgenden Kapitel
eingefiithrt wird. Diese bietet Losungen fiir die angegebenen Problemstellen.

So fithren integrierte Wavelets kanonisch auf feste Frames, womit Punkt (i) behoben wird.
Die integrierte Wavelet-Transformation erlaubt insbesondere auch die flexible Wahl der
Skala und Orientierung und behebt somit die Punkte (ii) und (iii). Bei der integrier-
ten Wavelet-Transformation gibt es keine wesentliche Einschrinkung an das Wavelet.
In Abschnitt 3.5 wird ein Pyramidenalgorithmus mit approximativen Filtern vorgestellt,
der ohne Skalierungsgleichung auskommt, also eine deutlich groflere Klasse von Wavelets
zuldsst. In Abschnitt 6.6 wird eine Implementation mit Hilfe der FFT angegeben. Dies
deutet bereits darauf bin, dass der Gewinn an Flexibilitét bei integrierten Wavelets durch
einen im Vergleich zu obigem Pyramidenalgorithmus langsameren Algorithmus ausgegli-
chen wird. Fiir die Anwendung in der digitalen Mammographie ist dies jedoch kein Pro-
blem, da hier keine Fchtzeitanforderungen an den Algorithmus vorliegen. In Abschnitt 6.9
werden die dyadische und die integrierte Wavelet-Transformation bei der Hervorhebung
von Mikrokalk anhand von Beispielen verglichen.
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Kapitel 3

Integrierte Wavelet-Transformation

Wir suchen eine fiir die Bildanalyse geeignete Diskretisierung der kontinuierlichen Wave-
let-Transformation. Nachdem im zweiten Kapitel zwei bekannte Diskretisierungen vorge-
stellt und deren Probleme aufgezeigt wurden, wird in diesem Kapitel eine neue Methode
zur Konstruktion von Wavelet-Frames entwickelt. Diese zeichnet sich durch grofie Flexi-
bilitdt aus und behalt die fiir die Bildanalyse zentralen Eigenschaften der kontinuierlichen
Transformation, wie Rekonstruktion, Translationskovarianz und freie Wahl des Wavelets.
Die Konstruktion basiert auf der Idee, kontinuierliche Wavelet-Koeffizienten nicht abzu-
tasten, sondern durch Mittelung tiber eine Umgebung zu diskretisieren. Daher kommt
die Namensgebung integrierte Wavelet-Transformation. Bei einer Diskretisierung durch
Abtasten miissen, wie im zweiten Kapitel ausgefithrt, Frame Schranken bestimmt und ein
dualer Frame berechnet werden. Dagegen fiithrt der hier vorgestellte Ansatz iiber Mittelung
unabhédngig von der Wahl der Diskretisierung auf eine feste Familie von Faltungsopera-
toren. Fin Spezialfall ist die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation. Diese basiert auf
der in Kapitel 1 vorgestellten Morlet-Rekonstruktion. Deren Diskretisierung fiithrt auf eine
effiziente Rekonstruktion.

Das Kapitel beginnt mit der Definition integrierter Wavelets. In Abschnitt 3.3 wird gezeigt,
dass dieser Ansatz zu einem kontinuierlichen Analogon der Multiskalenanalyse fiithrt. Da-
bei wird der Begriff der Skalierungsfunktion von der Multiskalenanalyse auf kontinuierli-
che Wavelets tibertragen. In Abschnitt 3.5 wird ein Pyramidenalgorithmus vorgestellt, der
ebenfalls aus der Multiskalenanalyse motiviert ist. Diese Ideen stammen in einer Formu-
lierung fiir eindimensionale affine Wavelets aus Arbeiten von M. Duval-Destin, M. A. Mu-
schietti und B. Torrésani [DDMT93, MT95] und werden hier auf die von Murenzi [Mur90]
untersuchte Fuklidische Gruppe mit Dilatation verallgemeinert. Anregungen dazu stam-
men von J.-P. Antoine [ACMP93]. Neu sind Betrachtungen zur Lokalisierung des inte-
grierten Wavelets in Abschnitt 3.2.1 sowie die Konstruktion fester Familien von Faltungs-
operatoren in Abschnitt 3.6. Diese spielen im zweiten Teil der Arbeit zur Anwendung in
der digitalen Mammographie eine zentrale Rolle.

Das Kapitel schlieit mit Untersuchungen fiir Morlet-integrierte Wavelets. Insbesondere
wird in Abschnitt 3.7 der, von der kontinuierlichen Transformation bekannte, Zusammen-
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hang zur Lipschitz-Regularitét hergestellt.

Hinweis: In diesem Kapitel wird oft die L!'-Normierung der Wavelet-Transformation,
wie in Abschnitt 1.3 eingefithrt, verwendet. Sie wird auch in den dieser Arbeit zugrunde
liegenden Quellen verwendet. Diese Normierung ist begriindet durch die Gestalt des in-
tegrierten Wavelets. Thm liegt im wesentlichen die Integration tiber das Produkt |;/A)|2
zugrunde, welches eine L'-Funktion ist.

3.1 Skala und Detail

In diesem Abschnitt werden die aus der Multiskalenanalyse bekannten Begriffe der Skala
sowie der Skalierungsfunktion auf die kontinuierliche Wavelet-Transformation der Eukli-
dischen Gruppe mit Dilatation iibertragen. Fiir die Existenz der Skala muss das Wavelet
die folgende zusatzliche Bedingung erfiillen:

Definition 3.1 Das Wavelet v € L*(R™) N LY(R™) heifit infinitesimales Wavelet,
falls fiir die Funktion v, definiert durch

") = — / Frdb(y)dy,  VeeR™\ {0}, (3.1)
[yl <]«

[l

gilt r € LY(R™).

Bemerkung 3.2 [Hei98, Lemma 2.10] In diesem Fall existiert 7 mit

)= Ayll>|lwll

Insbesondere gilt #(0) = ¢y, wobei ¢, die Zulassigkeitskonstante von ¢ ist. Weiter gilt
F(w) > 0 und 7 fallt monoton fiir ||w|| — oo. a

A d o
W) Y e R (3.2)

<
S

Wir zitieren zwei Kriterien fiir infinitesimale Wavelets:

Lemma 3.3 [Hei98, Proposition 2.15] Sei ¢ € L*(R™) N LY(R™) ein Wavelet. Falls fir
= x gilt

In([|[)F'(x) € LY(R™),
dann folgt fiir r aus Formel (3.1), dass r € L*(R™) N L>(R™).

Insbesondere ist 1 ein infinitesimales Wavelet.

Lemma 3.4 [DDMT93] Der atomare Hardy-Raum H!(R) ist der Raum der Funktion in
LY(R), deren Hilbert-Transformierte ebenfalls in L'(R) liegt.

Sei b aus HYR) und reell. Dann ist ¢ ein infinitesimales Wavelet.
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Definition 3.5 Se: ¢ € L*(R™) N L'(R™) ein Wavelet und (a,p) € R} x SO(m). Die
Funktion d(f),. € L*(R™),

d(f)pa = — <f7 Ug¢>Ug¢ db, g = (b,a,p),
C»[p Rm
heifit Detail von f in (a,p).
Sei v infinitesimales Wavelet und r wie in (3.1), also r € L'(R™). Die Skala s(f), €
L*(R™), a > 0, ist definiert durch
$(f)a = f* Dyr.

Sei wetter 7 € LI(R ). Dann gilt die Faktorisierung r = ¢ * ¢ mil einer Skalierungs-
funktion ¢ € L*(R™), welche iiber ihre Fourier-Transformierte definiert ist durch

P(w) / / ‘\/_;/) ap(w w e Rm. (3.3)
SO(m
In diesem Fall lisst sich die Skala schreitben als
1
s(fla=— (f, Dasp) Dy db. (3.4)
C»[p Rm

Bemerkungen 3.6

(a) Es gilt d(f),. € L*(R™), da v € L'(R™). Weiter gilt s(f), € L*(R™), da wir
r € L*(R™) gefordert haben.

Nach Bemerkung 3.2 gilt #(w) > 0, da der Integrand in (3.2) nicht negativ ist.
Wegen r € L'(R™) gilt #(w) < oo, damit ist ¢ in (3.3) wohldefiniert.

(b) Die Bedingung 7 € Ll(@) ist notwendig fiir ¢ € L*(R™) und damit die Existenz
von Formel (3.4). Dies folgt aus der Charakterisierung A(G) = L*(G)* L?(G), wobei

A(G) den Raum aller Funktionen iiber (¢ bezeichnet, deren Fourier-Transformierte

in L* (@) liegen.

(¢) Die Funktion ¢ ist nicht eindeutig bestimmt. Es gilt p(w) := |#(w)|"? exp(it(w)),
wobei 7 eine beliebige messhare Funktion ist. Man erhélt ein eindeutiges ¢ falls man
z. B. fordert, dass es reell und nicht negativ ist, d.h. 7 = 0. Die genaue Wahl von
¢ 1st nicht wesentlich, da die Skalierungsfunktion in Anwendungen nicht betrachtet
wird. Das gleiche Problem tritt auch bei dem im folgenden definierten integrierten

Wavelet auf und wird in Abschnitt 3.2.1 behandelt.

(d) Analog zur Multiskalenanalyse gilt ¢(0) # 0, d. h. der Mittelwert von ¢ verschwindet
nicht. Dies ist genau die charakterisierende Figenschaft eines Tiefpassfilters, vgl.
Definition 5.1. Dagegen verschwindet der Mittelwert eines infinitesimalen Wavelets,
was es als Hochpassfilter charakterisiert.
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Lemma 3.7 Fiir ein isotropes Wavelet 1 € L*(R™) und einen Vektor w # 0 gill fiir die
partielle Richtungsableitung der Zusammenhang

d

blw)] = —wo— o)

BEWEIS Diese Aussage findet sich fiir die affine Gruppe in [DDMT93]. Dies folgt mit der
ol

Bezeichnung Sy, fiir die Stammfunktion von a +— und e fiir einen Einheitsvektor

im R™ aus

—@(w)V:%AZ M?j” do= 00— Sy(w)] = -

il

w

Proposition 3.8 Der Zusammenhang zwischen Skala und Detail lautet

n=[ / o P dp ™ (3.5)

BEWEIS Ein Beweis fiir den eindimensionalen Fall findet sich in [MT95]. Im Fourier-Raum
gilt fiir w € R™

Paw) = — Vg (o)

A ot
o st

Eine Skala a ist also Summe aller Details ¢’ mit ¢’ > a und somit eine partielle Rekon-

a

struktion.

Mit der Notation in Skalen erhalten wir aus der Normkonvergenz der Rekonstruktionsfor-
mel in Lemma 1.35 das

Korollar 3.9 Sei v € L*(R™) ein infinitesimales Wavelet. Fir f € L*(R™) gilt
[ = lims(f),

a—0

in L*(R™).
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3.2 Integrierte Wavelet-Transformation

Nun wird die Dilatationsgruppe H = R* x SO(m) diskretisiert. Die Operation der Trans-
lation bleibt vorerst kontinuierlich. Dies fithrt auf eine semidiskrete Transformation.

Sei (a;) ez eine streng monoton fallende Folge in R mit lim;,_o a; = oo und lim;_,, a; =
0. Weiter sei (K})ier, eine Partition von SO(m), wobei L eine diskrete Indexmenge ist.

Definition 3.10 Sei v € L*(R™) ein Wavelet. Eine Funktion W' € L*(R™), (5,1) €
Z x L, fiir deren Fourier-Transformierte gilt

- 1 %9 T d d o~

Wil = — / DR (@)=, Ywe R, (3.6)
Cy a1 J K

a

heifit integriertes Wavelet.
Sei v € LY(R™) N L*(R™) ein Wavelet. Die Funktion D;;(f) € L*(R),
1 [% dp da .
DutN@ = [ [ @™ semn
cd} aj41 I(l a
heifit diskretes Detail von f in (j,() € Z x L.
Bezeichne W/ := dier \ZES

Im Fourier-Raum lautet der Zusammenhang zwischen integriertem Wavelet und diskretem
Detail

Dju(f) =[] - f.
Aufgrund der Zuléssigkeitsbedingung (1.2) erhéalt man unmittelbar eine Partition der Eins
im Fourier-Raum.

SNl =1 firw e BT {0} (3.7)

jez lel

Bemerkungen 3.11

(a) Die Definition des integrierten Wavelets in (3.6) erfolgt in der L'-Normierung. (Es
sei erinnert an die L'-normierte Definition der Dilatation D in Abschnitt 1.3.) Damit
entspricht die Definition genau der Integration iiber einen Teil der Zulassigkeitsbe-
dingung, woraus auch (3.7) folgt.

Es gilt

a a

43 . - 2dpda
= / ‘a /QR_p;/)(aw)‘ 1
aj41 K a

aj . dod % A dpd
/ / | DB ()| =/ |y (aw) "=
aj41 K aj4+1 K

Das MaB 2294 ist genau das in der Wavelet-Synthese (1.4) auftretende. Somit ist

qm+1
die Definition kanonisch mit der L?-normierten Transformation verbunden.
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(b) Die Phase der Fourier-Transformierten des integrierten Wavelets ist durch (3.6) nicht
eindeutig festgelegt. Diese wird in Abschnitt 3.2.1 diskutiert.

(c¢) Die Partition der Dilatation (;);ez kann nicht endlich gew&hlt werden. Fiir ein infi-
nitesimales Wavelet existiert zu dem Intervall [0, a;] die Skalierungsfunktion, die als
Randfall eines integrierten Wavelets betrachtet werden kann. Jedoch ist eine ana-
loge Konstruktion fiir j — —oo nicht moglich, da bei Integration iiber ein Intervall
[a;,00] keine L*-Funktion mehr entstehen kann.

Die zu einer Folge (a;); und Partition (K;); definierte Familie (¥/');; von Funktionen wird
im folgenden ebenfalls integriertes Wavelet genannt. Ob die ganze Familie (¥/);; oder
nur ein Element 7! gemeint ist, ergibt sich eindeutig durch die Notation.

Definition 3.12 Sei (U7');; integriertes Wavelet 2u einem Wavelet 1 € L*(R™). Die
Abbildung

WT!: L*(R™) — P(L*(R™ x Z x L))
[ (LT, beR™(j,1) €Z x L,

heifit integrierte Wavelet-Transformation.

Bemerkung 3.13 A priori ist nicht klar, warum das Bild der integrierten Wavelet-
Transformation in [*(L*(R™ x Z x L)) liegt. Fiir die dyadische Wavelet-Transformation
gilt dies, wie in Kapitel 2 gezeigt, erst mit einer zusétzlichen Forderung an das Wavelet,
die der Zulassigkeitsbedingung (2.6) fiir eine semidiskrete Wavelet-Transformation ent-
spricht. Wir greifen hier dem Ergebnis von Satz 3.45 vor. Dieser besagt, dass die in-
tegrierte Wavelet-Transformation fiir alle Wavelets sogar eine Isometrie in den Raum

P(L*(R™ x Z x L)) ist. O

Zusammengefasst gilt fiir ein infinitesimales Wavelet die Rekonstruktionsformel

f= <f,Tb )T ]Oc,odb—|—22/ (f, Ty U T W b, (3.8)

Jj=j0 lEL

Dabei gilt die Identitat nach Satz 1.29 im schwachen Sinn oder, fasst man die Summation
als Limes auf, nach Lemma 1.35 in der L?*-Norm.

Es stellt sich die Frage nach dem Zusammenhang zur kontinuierlichen Transformation.
Dieser wird fiir eine Variante, der Morlet-integrierten Transformation, in Abschnitt 3.7
anhand der Lipschitz-Regularitdt hergestellt.

Fiir integrierte Wavelets erhalten wir einen expliziten Zusammenhang zur klassischen
Diskretisierung durch Abtasten nach der Diskretisierung der Translation. So wird in Ab-
schnitt 3.6 gezeigt, dass integrierte Wavelets fiir geeignete Diskretisierung der Dilatati-
onsgruppe auf klassische Wavelet-Frames fiithren.
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Beispiel 3.14 Wie geben Beispiele fiir integrierte Wavelets iiber G = R™ % (R x.SO(m))
an.

(i) GauBl-Wavelet. Das Gaufll-Wavelet auf R™ ist gegeben durch ¢ (z) := —2(1 —

V2r
"51?"2)6_”95”27 im Fourier-Raum ;/Z(w) = HwH26_||W||2/2. Das zugehorige integrierte
Wavelet lautet nach Formel (3.6)
ey 2 1 —(a:llwl)? —(a;41||w|])?
W)’ =3 <((%HwH)2+1)e @I (a4 [Jw])? + 1)e(@rillel) >

Die Skalierungsfunktion lautet ‘cfo(w)‘z =11+ HwH2>6_”‘””2.
In Abbildung 3.1 sind die Funktionen dargestellt. In Beispiel 3.23 wird eine Variante
mit Richtungsfiltern vorgestellt. Das Gaufl-Wavelet wird spéter fiir die Anwendung

integrierte Wavelets auf Mammographien verwendet.

5 5 as,
% ) 3 2 4 o 1 2 3 0 5 % ) 3 2 4 o 1 2 3 0 5 I

(d) (e) (f)

Abbildung 3.1: Integriertes Gaufl-Wavelet. (a) Das Gaufl-Wavelet ¢, (b)
das integrierte Gauf-Wavelet W% mit ap = 1 und ;=2 und (c) die Skalierungs-
funktion ¢. (d-f) zeigen die jeweiligen Fourier-Transformierten.

(ii) Poisson Wavelet. Das Poisson Wavelet auf R” ist im Fourier-Raum definiert als

;/A)(w) = |w|lem N w € R™. Das Wavelet ist isotrop. Das integrierte Wavelet ist
nach Formel (3.6) gegeben durch

L (1 N ot (1 N
‘\I}](w)‘ — <§a]+1HwH + Z) e 2a541(lwl] _ <§a]HwH + Z) e 2a;| ||

35



Die Skalierungsfunktion lautet ‘cﬁ(w)‘z = (Lllwll + 1) e~ 2l

3.2.1 Zur Lokalisierung des integrierten Wavelets

Das integrierte Wavelet W7+ ist bisher nur im Betrag der Fourier-Transformierten eindeutig
festgelegt, die Phase ist noch unbestimmt. Im Gegensatz zur Skalierungsfunktion ist die
Wahl der Phase bei W/ aber fiir die Interpretierbarkeit der integrierten Transformation
von grofier Bedeutung. Insbesondere bestimmt die Phase, wo W/! lokalisiert ist. Diese
Lokalisierung sollte von dem Wavelet ¢ abhdngen und nicht willkiirlich sein, da sonst die
Transformierte nicht mehr interpretierbar ist.

Analog zu Bemerkung 3.6(c) erhalten wir ein eindeutiges integriertes Wavelet, wenn wir
fordern, dass W7 reell und nichtnegativ ist. Dies ist der Ansatz in [DDMT93]. Jedoch

macht dies nur fiir ein Wavelet ¢» Sinn, welches selbst eine reelle, nichtnegative Fourier-
Transformierte besitzt.

Diese Einschrénkung wird hier behoben. Fiir den allgemeinen Fall legen ich das integrierte
Wavelet W/ durch folgenden Phasenfaktor eindeutig fest:

Definition 3.15 Sei ¢ € L*(R™) N LY(R™) ein Wavelet. Die Folge (a;);ecz in R sowie
die Partition (K;)ier, von SO(m) seien wie oben gegeben. Sei p; € K fest gewdhlt.
Die Phase des integrierten Wavelets W wird durch

arg <@(w)> = arg <$(ajplw)> ) Yw € R™. (3.9)
festgelegt.

Diese Definition ist nur fiir im Fourier-Raum stetige Wavelets moéglich, weshalb ¢ €
L*(R™) gefordert wird. Die Wahl von «; in (3.9) ist willkiirlich und nur zur Vereinfachung
der folgenden Rechnungen gewahlt. Genauso konnte in (3.9) jeder andere Wert aus dem
Intervall [a;, a;+1] gewdhlt werden. Die folgenden Aussagen wéren dann entsprechend
anzupassen.

Aussagen iiber die Rekonstruktion gelten una@éngig von der Wahl der Phase des inte-
grierten Wavelets, da dort nur das Produkt ‘\Iﬁ?l(w)‘z eingeht. Wenn wir im folgenden
den Zusammenhang zur kontinuierlichen Transformation betrachten, ist — wenn wir von
dem integrierten Wavelet sprechen — die durch obige Definitionen in Betrag und Phase
eindeutig festgelegte Familie (U/');; gemeint.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass das integrierte Wavelet zu einem bandbe-
schrankten Wavelet selbst wieder bandbeschrankt ist. Obige Definition stellt sicher, dass
das integrierte Wavelet sich nicht zu sehr vom Wavelet unterscheidet, wie folgende Aus-
sagen zeigen.
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Satz 3.16 Sei ¢ € LX(R™) ein Wavelet und (W').; die zugehérige Familie integrierter
Wavelets. Dann gilt fir alle 1 € Z und [ € L:

[Nz Da, R_, )% < MM(KI)/ 2 sup ‘;/A)(aw)‘zdw. (3.10)
a]‘ m ae[aé}.l,a]]
peing

Das integrierte Wavelet U7 héingt von a;y; ab, ist in obiger Formel also variabel.

BEWEIS Nach Definition 3.15 der Phase des integrierten Wavelets gilt fiir alle w € R

sign(t(a;pw)) = sign(WH(w)).

Mit der punktweise angewendeten Abschiatzung |a — b|* < |a® — 2|, ab > 0, folgt

. = Ak
H\I}] - DaJR—Pl¢“§ = H\I” B Dl/aJRpl¢“2

Pl

S H‘@‘z B ‘Dl/%

d da .
:/ 2 ;/)(a]plw)‘ dw
RrR™ aj41 K
dpd
L et
m aj41 IXl

< AM(K;)/ 2 sup ‘;/) aw ‘ dw.
, m agl

J a€layy1,0]
pEK

Korollar 3.17 Sei ¢ € L*(R™) N LY(R™) ein bandbeschrinktes Wavelet. Dann gilt

lim || @' — D, R_, ¢35 =0. (3.11)

Gyt+1—>ay

BEWEIS Da ¢ bandbeschréinkt gewéhlt ist, hat i beschrankten Trager, z. B. in [-C, C]™
fiir ein C' > 0. Weiter ist ¢» aufgrund b € L'(R™) beschrénkt. Es folgt

2 ) o) o) < - 9
sup ‘%/)(a,ow)‘ < {Hﬂ)H HwH aj+1

a€la;p1,a,] 0 sonst.
pEK

Damit ist das Integral in (3.10) durch eine Konstante Cy, ., beschrankt und es folgt

|99 = Doy B[y € =2 o

a;
Formel (3.11) gilt, da fiir alle @ > ag folgt Cy o < Cyap- a
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Bemerkung 3.18 Die Definition der integrierten Wavelet-Transformation fithrt auf eine
klassische Rekonstruktion. auch wenn fiir die Rekonstruktion ein agckeres Wavelet x # ¢
gewdhlt wird, geht bei der Rekonstruktion (3.7) nur das Produkt ‘\Iﬁ?l(w)‘z ein. Die Auf-
trennung in zwei Faktoren — einer fiir Analyse, einer fiir Synthese — tiber die Wurzel ist da-
bei willkiirlich. Ebenso kénnte man in Definition 3.6 zwei Funktionen W, = € L?(R™) iiber
ihr Produkt @(w)E/J\l(w) definieren. Dies wiirde auf eine riesige Wahlfreiheit, allerdings
ohne Zusammenhang zur kontinuierlichen Wavelet-Zerlegung fithren. Weiter bestande kein
Zusammenhang zwischen den Funktionen W, = und den Wavelets 1, . O

Der folgende Satz zeigt, dass die integrierten Wavelet-Koeffizienten, bei geeigneter Ge-
wichtung, im Limes den kontinuierlichen entsprechen. Je feiner also die Diskretisierung
der Skala, um so besser die Approximation der kontinuierlichen Transformation. Auch
wird die Wahl der Phase in Definition (3.15) des integrierten Wavelets klar. Der Satz ist
nur fiir den eindimensionalen affinen Fall formuliert, die mehrdimensionale Variante sieht
analog aus.

Satz 3.19 Sei ¢ € L*(R)N LY(R) ein Wavelet Dann gilt fir alle j € Z

. VAZES .
lim —L(f, T, 07 = WT,f(b,a;).
S
Das integrierte Wavelet W/ hingt von a;;; ab, ist in obiger Formel also variabel.
BEWEIS Nach Voraussetzung ist ;/A) stetig. Es gilt nach Definition von W:

VIR 7 =

lim

aj+17+05 /A5 — Aj41

. 4j+1 3 2
-, 2 e ()
a]+11r3a] Gy — Q41 f barg ¢(a]w)

= (f. Bdlaw)) = WTLf(b,a))

In Abschnitt 3.4 wird eine Variante, die Morlet-integrierte Transformation definiert. Fiir
diese werden wir in Lemma 3.35 einen starkeren Zusammenhang zur kontinuierlichen
Transformation zeigen.

Beispiel 3.20 Abschlielend zeigen wir ein konkretes Beispiel, welches die Notwendigkeit

des Phasenfaktors aus Definition 3.15 illustriert. Als Wavelet nehmen wir die erste Ablei-

@2 —w?/2

tung der GauB-Funktion, ¢(x) := \/%xe_ , € R, im Fourier-Raum ;/A)(w) = iwe
Das zugehorige integrierte Wavelet lautet nach Formel (3.6)

o~

Bi(w) = Ssign(Im((aw)) Ve —e-ema? wek
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In Abbildung 3.2 sind die Funktionen dargestellt. Offensichtlich ist der Phasenfaktor fiir
die Gestalt des integrierten Wavelets von entscheidender Bedeutung. So hat das ohne
Phasenfaktor berechnete integrierte Wavelet aus Abbildung 3.2 (¢) keine Ahnlichkeit zu
dem urspriinglichen Wavelet . O

(d) (e) (f)

Abbildung 3.2: Integriertes Kantenwavelet. (a) Das Wavelet ¢» aus Bei-
spiel 3.20. (b) Das zugehérige integrierte Wavelet W°, mit ap = 1 und a;=2.
(c) Das integrierte Wavelet, wiirde man den Phasenfaktor aus Definition 3.15
ignorieren und eine reelle, nichtnegative Fourier-Transformierte verwenden. (d-
f) zeigen die jeweiligen Fourier-Transformierten. Durchgezogene Linien zeigen
den Realteil, gestrichelte den Imaginarteil der jeweiligen Funktion.

3.2.2 Konstruktion orientierter Filter

Obwohl theoretisch maximale Freiheit bei der Wahl des Wavelets gegeben ist, sind ex-
plizite Beispiele fiir orientierte (gerichtete) Wavelets schwer zu konstruieren. Dies liegt
an der doppelten Integration iiber Dilatation und Rotation in Formel (3.6). Diese ist fiir
die typischerweise in karthesischen Koordinaten gegebenen gerichteten Wavelets, wie z. B.
Cauchy-Wavelets [Ant98, AMV99], selten explizit l6sbar. Das Problem lésst sich mit in
Polarkoordinaten separablen Wavelets umgehen. Das Wavelet ¢» € L*(R™) sei gegeben
durch

b(w) = p(lw)n(arg(@)), Vo eRT,
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mit Funktionen pt : R - Cund n: 5,1y — C.
Fiir so ein Wavelet erhilt man das integrierte Wavelet W' € L%(R™), (4,1) € Z x L durch

— 2 1 43 9 da 2 .
‘\I/Jvl(w)‘ = —/ ‘/,L<|wa|> —/ ‘an<arg(w)>‘ dp Yw € R™, (3.12)
C Jajp ¢ UK

Diese Klasse von Wavelets fithrt nicht nur auf eine vereinfachte Rechnung. Die Separabi-
litdt in Polarkoordinaten ist auch gut an die geometrische Struktur des Bildes angepasst.
Dies hebt in Polarkoordinaten separable Wavelets deutlich von klassischen, in karthesi-
schen Koordinaten separablen Wavelets ab. Fiir jene wurde die mehrdimensionale Trans-
formation nicht an die geometrische Struktur des Bildes, sondern an die Struktur der
Reprasentation eines Bildes in einem Pixel-Gitter angepasst. Wie beschrieben fiihrt das
bei der Bildanalyse aber zu Artefakten.

Bemerkung 3.21 Es gibt eine alternative Konstruktion gerichteter Wavelets [Ant98].
Hierbei wird der Ansatz integrierter Wavelets nur fiir die Dilatation genutzt, Rotation
dagegen willkiirlich diskretisiert. Wesentlich fiir die Rekonstruktion ist nur die Partition
der Eins in (3.7). Statt mit einem gerichteten Wavelet, starten wir mit einem isotropen
Wavelet 1), welches auf ein isotropes integriertes Wavelet W/ fithrt. Die Richtungsselekti-
vitat erzeugt nun eine frei wiahlbare Partition der Eins {n;},cr, des SO(m). Das bedeutet,
sie muss Y., [mi(p)]* =1, ¥p € SO(m) erfiillen.

Seien zum Beispiel ky, ... , k, € SO(2) Punkte auf dem Kreis und k,,;,, der halbe minimale
Abstand zwischen zwei solchen Punkten. Wir definieren fiir p € SO(2) = Z /27 Z:

man

m(p):=4¢1 falls p € [k + kmin, Kie1 — Emin),
5in? (’“,;—‘%) falls p € [kips — koin, kis1].

sin? <Z_—,kl7r> falls p € [k, ki + kpinl,

man

Dabei sind die Intervalle als Teilmengen zyklisch fortgesetzt zu interpretieren.

Damit die Partition nicht zu willkiirlich ist, kann gefordert werden, dass die Partition
durch die Operation einer diskreten Untergruppe S = {s1,..., s} < SO(m) erzeugt
wird, d. h. n; = s;0m9, VI € L

Das orientierte Wavelet W/ wird dann im Fourier-Raum definiert durch
Wl(w) o= W (Jw])p(arg(w), Ve € R
Es gilt weiterhin, analog zu (3.7), die Partition:
Z Z‘@(w)‘z =1, fiir fast alle w € R, (3.13)
JET Il

Eine solche Konstruktion trégt a priori keine Wavelet-Struktur beziiglich der Orientation.
In Abschnitt 4.3 wird untersucht, unter welchen Bedingungen durch die Operation einer
diskreten Untergruppe von Rotationen erzeugte Partitionen bereits integrierte Wavelets

sind, also auch als durch Integration iiber ein Wavelet erzeugt verstanden werden kénnen.
O
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Beispiel 3.22 Typische Richtungsfilter fiir die kontinuierliche Wavelet-Transformation
sind Cauchy-Wavelets, wie von J.-P. Antoine et. al. [AM96, Ant98, AMV99] untersucht.
Wir konstruieren ein Analogon zu Cauchy-Wavelets, welches in Polarkoordinaten separa-
bel ist. Zu diesem kann explizit ein integriertes Wavelet angegeben werden.

Seien o, € SO2), a < fund f—a < 7m. & := a+ 7T/2,[N3 = 3 — 7/2. Weiter sei
Cyop C R? der von Einheitsvektoren e, und eg aufgespannte Konus. Cauchy-Wavelets
sind dann im Fourier-Bereich definiert durch

wEI/RB

Y

» ‘ {<w, €a){w, eﬁ~>e_<‘”7> falls w € Cy .

0 sonst.

Wir definieren eine Variante, welche in Polarkoordinaten separabel ist. Sei dazu a > 0

beliebig und

0 sonst.

7o) = {cosZ(,o/oz) falls p € [—ar/2,a7/2],

Das Wavelet ist definiert durch
b(w) = [|wlle Iy (arg(w)),  w e R

In Abbildung 3.3 werden beide Wavelets gegeniibergestellt. O

Beispiel 3.23 Abbildung 3.4 zeigt zwei verschiedene Richtungsfilter, welche nach obiger
Bemerkung konstruiert sind. Die Partition der SO(2) in zwei Orientierungen wird fiir

beide Filter durch
na(p) = cos’(p)
und
my(p) = sin’(p)
erzeugt. Die zugehorigen eindimensionalen integrierten Wavelets sind das Gauf}-Wavelet

aus Beispiel 3.14 sowie das Kantenwavelet aus Beispiel 3.20. Diese Wavelets werden in
den Beispielen zu Kapitel 6 verwendet. O
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Abbildung 3.3: Polar-separables Analogon zum Cauchy-Wavelet.
Links ein Cauchy-Wavelet, (a) im Fourier-Raum, (c) im Zeitbereich. Rechts
ein in Polarkoordinaten separables Analogon, (b) im Fourier-Raum, (d) im
Zeitbereich. Dargestellt ist jeweils der Betrag der Funktion.

62



() (d)

Abbildung 3.4: Beispiel fiir integrierte Richtungsfilter. Dargestellt sind
aus dem eindimensionalen Gaufl-Wavelet aus Beispiel 3.14 sowie dem Kanten-
filter aus Beispiel 3.20 erzeugte Richtungsfilter, wie in Beispiel 3.23 beschrie-
ben. (a) Das Kantenfilter im Zeitbereich und (c¢) der Imaginérteil im Fourier-
Raum. (b) Das Gauf-Wavelet im Zeitbereich und (d) im Fourier-Raum.
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3.3 Ein kontinuierliches Analogon zur Multiskalen-
analyse

Die Motivation fiir die Definition von Skalierungsfunktion und integriertem Wavelet in
[DDMT93] ist, Begriffe der Multiskalenanalyse, vgl. Abschnitt 2.1, auf die kontinuierliche
Transformation zu tibertragen. Dieser Zusammenhang wird kurz vorgestellt. Wir ignorie-
ren in diesem Abschnitt den Rotationsparameter.

Sei ¢ € L*(R™) ein infinitesimales Wavelet und r € L'(R™) wie in (3.1) . Definiere
den Faltungsoperator P, auf L*(R™) durch P,(f) := D.r* f,a € R%. Weiter sei fiir
das zugehdrige integrierte Wavelet W/, j € Z der Faltungsoperator Q; auf L*(R™) im
Fourier-Bereich definiert als Multiplikation mit @\] = |\/I/\J|2,j eZ.

Der Raum

V,:= B,(L*R™), a€eR%,

besteht genau aus den Skalen s,(f), f € L*(R™).
Es gilt:

Lemma 3.24 (i) Die Ridume V, fallen monoton, d. h. a < a' = V, D V.
(i) Es gilt Uyeps Vo = LA(R™) sowie (\,gp: Vo = {0}
(iii) V, ist translationsinvariant, d. h. f € V, = Tyf € V fir alle b € R™.
(iv) Fir integrierte Wavelets sei
W;:=Q;(L*(R™), jE€L.
W, besteht genau aus den diskreten Details D?(f), f € L*(R™). Es gilt

v

5+1

=V, + W, (3.14)

BEWEIS Der Zusammenhang wird in [DDMT93] fiir die affine Gruppe vorgefiihrt. (i)
Die Funktion |$]* = # ist nach (3.2) fiir wachsendes w monoton fallend. Damit gilt fiir
alle 0 < a < a’: pu(w)/pa(w) < 1. Sei nun g € V,/. Dann gibt es ein f € L*(R™) mit
g = fro = (f2)f,, also g € V.

Aussage (iii) folgt analog.

(ii) Fiir @« — 0 konvergiert Dor gegen 7(0) = ¢y. Umgekehrt fallt 7 fiir ¢ — oo monoton
gegen Null.

(iv) Das diskrete Detail ist die Differenz zweier Skalen, |@(w)|2 = Dy, ¢(w)]* —
| D, p(w)|?, also im Zeitbereich d;(f) = s;11(f) — s;(f). O
Der Unterschied zur Multiskalenanalyse aus Definition 2.1 liegt in folgenden Punkten:

(i) Die Raume V; sind i. a. nicht abgeschlossen.

64



(ii) Im Gegensatz zur MSA ist P; i.a. keine Orthogonalprojektion. W ist deshalb nicht
orthogonales Komplement von V;, die Summe in (3.14) ist nicht direkt. Es gilt nur

Vaj = EK]’ Wi.

(iii) Es fehlt eine Skalierungsgleichung (2.2). Diese ist Grundlage fiir den bekannten
schnellen Algorithmus der DWT. Es gibt aber einen approximativen Ansatz, der
ohne Skalierungsgleichung auskommt. Dieser wird in Abschnitt 3.5 vorgestellt.

3.4 Morlet-integrierte Wavelet-Transformation

In Abschnitt 1.6 wurde die Morlet-Rekonstruktion als besonders einfache Rekonstruk-
tion vorgestellt. Um diese auch fiir integrierte Wavelets nutzen zu koénnen, muss die
Diskretisierung anders gewdhlt werden. Dies fiihrt auf die Morlet-integrierte Wavelet-
Transformation. Die Begriffe sind gleichlautend der integrierten Wavelet-Transformation,
jedoch leicht anders definiert.

Definition 3.25 Sei v € L*(R™) Morlet-zuldssig. Sei r definiert durch
1

el

(z) / Fy)dy, = R™\ {0}, (3.15)
[yl <]«

Falls gilt r € L*(R™), dann heifst » Morlet-infinitesimales Wavelet.

Definition 3.26 Sei¢ € L*(R™)NLY(R™) Morlet-zulissig mit Zulissigkeitskonstante ky,
(vgl. Definition 1.36) und (a,p) € R3 x SO(m).
Die Funktion d(f)., € L*(R™),

heifit Detail von f in (a,p).
Die Skalierungsfunktion ¢ € L?*(R™) ist im Fourier-Raum definiert durch

O dpd .
@(w) = 72((4)) = / DuRP¢(w) P u7 w E Rm
1

u
Sei r € LY(R™). Dann ist die Skala s(f), € L*(R™), a > 0, definiert durch
$(f)a = f* Dyr.

In diesem Fall gilt

1
s(fa(z) = EU, Ugapp), — ©€R™ (3.16)
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Bemerkungen 3.27

(a) Das Detail d(f),, liegt in L?*(R™), da es durch Faltung mit ¢ entsteht und %
integrierbar gewihlt ist. Die Skala s(f), liegt in L*(R™), da r integrierbar ist.

(b) Da weiter 7+ € C(R™) folgt # € L*(R™). Somit folgt fiir die Skalierungsfunktion
© € L*(R™).

Bemerkung 3.28 Es gilt, analog zur integrierten Transformation, auch fiir die Morlet-
integrierte Transformation fiir ein isotropes Wavelet ¢ € L*(R™) der Zusammenhang
h(w) = —w-e(w), u > 0. Dies folgt mit der Bezeichnung Sy, fiir die Stammfunktion von

a @ und e fiir den Einheitsvektor im R™ aus

Ay [ g b

dw dw a w

[l

Im Gegensatz zur integrierten Transformation kann dieser Zusammenhang auch im Zeit-
bereich und damit fiir Wavelet-Koeffizienten ausgedriickt werden. Es gilt

A)al) = —as(1ale)

Proposition 3.29 Der Zusammenhang zwischen Skala und Detail im Zeitbereich lautet

(= [

BEWEIS Der Beweis verlduft analog zu Proposition 3.8. Ein Beweis fiir den eindimensio-

nalen Fall findet sich auch in [MT95]. O

Eine Skala @ ist also Summe aller groberen Details.

Mit der Notation in Skalen erhalten wir aus der Normkonvergenz der Morlet-Rekon-
struktionsformel in Satz 1.41 das

Korollar 3.30 Sei ¢ € L*(R™) ein Morlet-infinitesimales Wavelet. Fir f € L*(R™) gilt
in L*(R™)

S =Tms(f)a.
Nun wird die Dilatationsgruppe H = R x SO(m) diskretisiert. Die Operation der Trans-
lation bleibt kontinuierlich. Sei (a;);ez eine streng monoton fallende Folge in R% mit
lim;_oo a; = 00 und lim; a; = 0. Weiter sei (K;)er, Partition von SO(m), wobei L
eine diskrete Indexmenge ist.
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Definition 3.31 Sei v € L*(R™) Morlet-zulissig. Die Funktion W' € L*R™), im

Fourier-Raum definiert durch

e 1

W)= [ [ D)
aj+1 v

dp da

a

w E ]li?”, (3.17)
ky

heifit Morlet-integriertes Wavelet.
Sei b € L*H(R™) N LY(R™) Morlet-zulissig. Die Funktion D;,(f) € L*(R),

L[ dp da .
Dju(f)(x) = 5/ /I dipo()=——=, = ER",
aj+1 v

heifit Morlet-diskretes Detail von [ in (j,l) € Z x L.

Aufgrund der Morlet-Zulassigkeitsbedingung erhdlt man unmittelbar eine Partition der
Eins im Fourier-Raum durch

Z Z@(w) =1 fiir fast alle w € R™. (3.18)

jez lel

Definition 3.32 Sei (W), ein Morlet-integriertes Wavelet zu einer Morlet-zuldssigen
Funktion ¢ € L*(R™) N L*(R™). Die Abbildung
WTy' : L*(R™) — P(L*(R™ x Z x L))
e (519, beR™ () EL XL,

heifit Morlet-integrierte Wavelet-Transformation.

Bemerkung 3.33 Im kontinuierlichen Fall gibt es zwei Rekonstruktionsformeln, klassi-
sche und Morlet-Rekonstruktion, die auf derselben Transformierten erklart sind. Bei der
Diskretisierung wird nun die Art der Rekonstruktion beriicksichtigt. Damit héngt die in-
tegrierte Transformation von der Wahl der Rekonstruktion ab. Das fiihrt dazu, dass sich
zu einem Wavelet ¢ das integrierte und das Morlet-integrierte Wavelet unterscheiden.
Ebenso sind die Skalierungsfunktionen unterschiedlich. O

Zusammenfassend gilt:

Satz 3.34 [MT95] Sei v € L*(R™) N LY(R™) ein Morlet-infinitesimales Wavelet. Dann
gilt fir alle f € L*(R™) im schwachen Sinn

fla) = {f,T:Dj¢ +Zf,T\IJ r € R™.

J=Jjo

Interpretiert man die Summation als Limes, so gilt auch die Identiit in der Norm.
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Der Beweis folgt mit Proposition 1.38 im schwachen Sinn und mit Satz 1.39 in der Norm.
Im Gegensatz zu integrierten Wavelets muss bei Morlet-integrierten die Phase nicht se-
parat behandelt werden. Dies liegt an der im Fourier-Raum eindeutigen Definition des
Morlet-integrierten Wavelets. Daraus ergeben sich zwei wesentliche Vorteile: Morlet-inte-
grierte Wavelets kénnen leicht auch im Zeitbereich angegeben werden und es gibt kein Pro-
blem mit der durch die Phase bestimmten Lokalisierung des Morlet-integrierten Wavelets.
Insbesondere zeigt das folgende Lemma den Zusammenhang zwischen Morlet-integrierter
und kontinuierlicher Transformation auf. Das Lemma ist nur fiir den affinen Fall formu-
liert, die mehrdimensionale Variante sieht analog aus.

Lemma 3.35 s gilt fir alle j € Z

aj41 d aj+1 d
fv/ TbDa¢7a> = WTllJf(bva)?a

J aj

(i) (f, Ty07) = <

(i) lim —2F (f, TyW9) = WT,f(b,a;).

aj+1—ra; dj — Aj41

BEWEIS (i) Die Integration iiber a vertauscht mit Translation und Skalarprodukt.
(ii) Mit (i) lasst sich das Integral vor das Skalarprodukt ziehen. Da Wavelet-Koeffizienten
stetig sind, folgt der Rest durch elementare Integralabschatzung. O

Aussage (ii) ist analog zu Satz 3.19. Dagegen ist ein Analogon zu (i) fiir integrierte
Wavelets nicht maéglich. In Abschnitt 3.7 werden wir die durch (i) gegebene Interpretation
der Morlet-integrierten Wavelet-Transformation als gemittelte kontinuierliche Wavelet-
Koeffizienten nutzen, um Aussagen iiber die Charakterisierung der globalen und punkt-
weisen Lipschitz-Regularitét durch die Morlet-integrierte Transformation zu zeigen.

Beispiel 3.36 Beispiele fiir Morlet-integrierte Wavelets auf ¢ = R™ x (R x SO(m))
sind:

(1) GauB3-Wavelet. Das GauB-Wavelet, gegeben durch ¢ (z) := ﬁ(l — a?)e P,
x € R™, ist Morlet-zuléssig. Das zugehorige Morlet-integrierte Wavelet lautet nach

Formel (3.17)
, 1 (1 - s
U (2) = — e ' — e 2|,
V2r \ V4 Va1
Die Skalierungsfunktion fiir die Morlet-integrierte Transformation lautet (z) :=
—L_e=I1”/2_ das ist genau die GauB-Funktion. In Abbildung 3.5 sind die Funktionen

2m
X;gestellt.

(ii) Poisson Wavelet. Das Poisson Wavelet ist im Fourier-Raum definiert durch
(W) = |lw]|e M w € R™. Das Wavelet ist isotrop. Das Morlet-integrierte Wavelet
ist nach Formel (3.17) gegeben durch Wi(w) = e~@+illell — e=asllell"im Zeitbereich

W (z) = 20541 2a4

2 2 2 2"
aj+1+:1; aj+:1;
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‘(21)‘2“5 (e) o (f)

Abbildung 3.5: Morlet-integriertes Gaufl-Wavelet. (a) Das Gauf-Wave-
let v, (b) das Morlet-integrierte GauB-Wavelet W° mit ag = 1 und a;=2
und (c) die Morlet-Skalierungsfunktion. (d-f) stellen die jeweiligen Fourier-
Transformierten dar.

2
1+22°

Die Skalierungsfunktion lautet p(w) = eIl bzw ¢(z) =

Bemerkung 3.37 Auch bei der Morlet-integrierten Transformation bleibt das Problem,
explizite Beispiele fiir gerichtete Wavelets zu konstruierten. Analog zu Abschnitt 3.2.2
kénnen gerichtete Wavelets durch in Polarkoordinaten separable Funktionen erzeugt wer-
den. Die Richtungsselektivitat erzeugt wieder eine Partition der Eins {n; }icr des SO(m).
Es muss, angepasst an die durch (3.18) gegebene andere Partition der Eins bei Morlet-
integrierten Wavelets, gelten: >, ., m(p) = 1, Vp € SO(m). O

3.5 Approximative Filter
Wir entwickeln einen Pyramidenalgorithmus analog zu dem in Abschnitt 2.3.2 vorgestell-

ten Mallat-Algorithmus. Es sind hier mehr Wavelets zuléssig, da wir auf die Skalierungs-
gleichung verzichten. Dies fiihrt auf einen Algorithmus, der die Wavelet-Koeffizienten nur
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approximiert. Eine exakte Rekonstruktion gibt es nur fiir die Morlet-integrierte Trans-
formation. Der Ansatz wurde fiir eindimensionale affine Wavelet in [MT95] entwickelt.
Wir verallgemeinern diesen auf hohere Dimensionen. Dabei wird nicht der in [MT95]
vorgeschlagene Tensorprodukt-Ansatz mit seinen Nachteilen gewéhlt. Statt dessen wird
auf der vorangegangen Verallgemeinerung integrierter Wavelets in héhere Dimensionen
aufgebaut. Dies erlaubt insbesondere beliebige Richtungsfilter.

Sei i € L*(R™) ein infinitesimales Wavelet. Wir unterscheiden vorerst nicht zwischen
integrierten und Morlet-integrierten Wavelets. Die Skalierungsfunktion ¢ € L*(R™) sei
gegeben durch (3.3) bzw. (3.16). Wir wahlen eine geometrische Partition der Skalen durch
a;j = 21,5 € Z. Das integrierte bzw. Morlet-integrierte Wavelet W' := W% sei gegeben
durch (3.6) bzw. (3.17). Der Index [ € L steht fiir die Rotationskomponente. Die Ska-
lierungsfunktion soll analog zur MSA eine Riesz-Basis fiir den Raum V; erzeugen. Wir
setzen

I[2(R™
Vo := span{Typ trezm (®™)

Dabei sei {Typ}rezm eine Riesz-Basis fiir V5, d.h. es existieren A, B > 0 mit 4 <
EkeZm |p(w + 27k)|* < B.

Bei dem in Abschnitt 2.3 vorgestellten Mallat-Algorithmus wurde angenommen, dass ¢
einer Skalierungsgleichung geniigt und damit Filter ¢, h € [*(Z™),] € L existieren, so
dass gilt

Sinf = Sif b,

]+1f Sf*g], lel.

Die dquivalente Formulierung im Fourier-Raum lautet

f(%) = ii(w)ﬁ(w)
U(2w) = ¢l (w)p(w), lel.

Dabei sind Lc}l [ €L und h 27 periodische Funktionen.
Nun haben wir von ¢ und W', [ € L, nicht gefordert, dass sie eine solche Skalierungs-

gleichung erfiillen. Trotzdem konnen analoge Multiplikatoren ¢* und h angegeben werden.
Diese sind aber im allgemeinen nicht mehr periodisch.

Definition 3.38 Fliirw € R™ seien

h(w) “;(i:")) und ¢'(w) ‘I’;((i“;) YweR™, [ e L. (3.19)

Bemerkung 3.39 Im integrierten Fall ist h wohldefiniert, da |¢| nach Bemerkung 3.2
und Formel (3.3) monoton fallend ist, weshalb h durch Ems beschrankt ist. Fir Morlet—

integrierte Wavelets muss h nicht iiberall definiert sein. Die punktweise Existenz von g
ist a priori offen, ebenso die Integrierbarkeit der Funktionen. a
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Wir suchen nun Funktionen g/é;) und h/a;) € L*([—m,x]™), so dass die Produkte ¢(w)h(w)
und \Ill( ) Hw) durch p(w )@(w) und ¥(w)gl, (w) in der L*-Norm auf Rm™ bestmoglich

approximiert werden. Wir fiithren fiir die approximierenden Funktionen die zu der fiir den
Mallat-Algorithmus verwendeten analoge Notation ein. Seien gépp, happ € 1*(Z). Bezeichne
Sof(n) :=(f, The) und weiter fiir alle j > 1 und [ € L:

STT(n) := (happ * Sof)(n) sowie 57y f(n) := (hapy; * 5i° f)(n), (3.20)
Ty f(1) 3= (Gapy * Sof)(n) sowie Tjuy" f(n) := (gayy, * ST(n). (3.21)
Dabei sind g,,, .. happ; definiert durch hap,;(2*) := hapy(n), n € Z und Null sonst.
Proposition 3.40 [MT95] Fiir So : L*(R™) — [*(Z™) gilt:
Ker (So) = Ug- sowie S4(Ug-) =T)"(Uy) = 0,5 > 1.
Die Proposition besagt, dass die Operatoren S und 7' den Raum U nicht verlassen,

unabhingig davon, wie die Filter ¢' und h gewihlt sind. Das in [MT95] fiir den eindimen-
sionalen Fall formulierte Resultat lautet allgemein:

Satz 3.41 Sei ¢ € L*(R™) ein infinitesimales Wavelet, ¢ € Lz(Rm) die zugehdrige Ska-
lierungsfunktion und O’ := W% [ € L das zur durch a; := 2/, j € Z, gegebenen Partition
des Dilatationsparameters gehorende integrierte Wavelet. ¢', h seien die nach Definition
3.38 gegebenen Filter. Weiter seien gapp,happ € [*(Z™), l € L. Der L*-Fehler ist definiert

als p(hy happ) := ‘ h happ \Il‘ . Dann gilt:

(i) (Ewxistenz und Emdeutzgkezt) Es gibt eindeutige gipt, hope € L*([—m,7]™), | € L, die
@ minimieren. Das sind

Y okezm P (w + 2#1{)95(2(@ + 27Tk)>
S emn| @l + 2k)|*

Y remm (@ + 27k)W (2(w + 27k))
> pezm|$(w + 27k)|

1 vakte Iilter auf Uy) Fir alle f € Uy mit h = hope und ¢° = g,.4, | € gult
ii) (Frakte Fil fUy) F lle f € U h Py d g f)pt [ €L gi
Sef =S f, sowie TV f =T!f.

hopt(w) 1=

(3.22)

und gipt(w) = , lel.

(iii) (Fehlerabschitzung) Bezeichne c, 1= HgiptHLoo(Rm) sowie ¢, 2= ||hopt||Leo@my, | € L.
Dann gilt fiir f € L*(R™)

— (enV2)!
1 —ep/2

a . D) 7—1
[T f = T f1oe zomy < 2007972 (M(gipt,g) + g t(hop, h)e, z\fg) 1£1l2,

155 f = Sifllisezmy < (1 (hopy, )20 y2b = (env2)?

[fll2s sowie

Ch\/§

wobet [ € L.
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BEWEIS In [MT95] wurde der eindimensionale Fall gezeigt. Hier wird zuséatzlich die
in héheren Dimensionen mogliche Rotation betrachtet. Bezeichne zur einfacheren Un-
terscheidung f die Fourier-Transformation auf dem Torus. (iii) Es gilt || f|jjc@zm <

WHJETHD(—W,W)- Mit der Poisson-Summationsformel (vgl. Anhang)

Sof Z Sof w + 27k)

kez™

kann abgeschitzt werden

T
"S;f_sff"l"o(zm) S/ |happ( SOf (Z h(k)Sof(n — )) (w)]dw

[—mm]™

kezm
/ Z |happ w—|—27rk)|<,o(w —|—27Tk)f(w—|—27rk)dw
B \hA Wl = e D
= (2 ym2 2@ [Ty = 0L o oy = (2)mi2t tare 2
(ii) Es gilt mit der Parseval-Formel
—F
[ = 98], = ™ = 2290, = [ = 5965)
pp L2 (&) pp 2@ pp 279
Dieser Ausdruck ist iiber h,,, € L*([—7,7]™) zu minimieren.
1 /e 1 /e
a5 @] b~ @l,
rBm Z R =505 @ |7 272 |
12 (R ™)

Der Raum V4 ist abgeschlossen in L*(R™). Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass
das Minimum durch ein eindeutig bestimmtes vy angenommen wird, welches vy — %c,o(%) €
Vgt erfiillt. Also muss gelten

<99(° — k), Y b (k)p(e — k) — %99 <%>> =0, Vkez™
12(R™)

kez™

Erneute Anwendung der Poisson-Summationsformel fithrt auf (3.22).

Die Rechnung fiir gipt, [ € L verlauft analog.
(i) Sei f € Vg, d. h. f: F$ fiir eine Funktion F' € L*([—m,7]™). Dann gilt

ST =51 @) = Y (Fapple) = bl +27k)) [l + 27k) [ F(w)
kezm™
=0,

falls happ = hope eingesetzt wird. O
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Der Satz besagt bisher nur, dass approximierende Filter gefunden werden kénnen, die
den Fehler zur exakten Transformation in einem gewissen Sinn minimieren. Bisher exis-
tiert aber keine Rekonstruktion, die wichtigste Figenschaft einer Diskretisierung. Hier
sind integrierte und Morlet-integrierte Transformation getrennt zu betrachteten. Fiir die
Morlet-integrierte Transformation ist eine Rekonstruktion elegant moglich.

Korollar 3.42 Fiir Morlet-integrierte Wavelets gilt hops+3 ., gipt = 1. Daraus folgt fiir

alle f € L*(R™)
Sof(n Z Z Ty (n nez”.

7>0 lel

BEWEIS In [MT95] wurde der eindimensionale Fall ohne Rotation gezeigt. Nach Definition

3.38 gilt iL—I—EleL Lc}l = 1. Interessant an diesem Korollar ist, dass sich diese Eigenschaft auf
die optimalen approximierten Filter iibertragt. Setzt man diese Identitdt in Proposition
2.23 mit den speziellen Rekonstruktionsfiltern g!_, = h,.x = do, [ € L, ein, so erhilt man
firn e Z™

S7(n) = Sipy * heer(n ‘|‘Z —I—la*grek] n)=57(n ‘|‘Z ]+1a (n) = ZZTK(”)

lelL lel k>j leL
O

Obwohl die Filterpyramide die Wavelet-Koeffizienten nur approximieren, erhdlt man im
Fall der Morlet-integrierten Transformation eine exakte Rekonstruktion. Fiir die Imple-
mentation ist aber die dyadische Skala zwingend. Der Vorteil der Konstruktion liegt in

der groflen Freiheit bei der Wahl des Wavelets.
Bemerkungen 3.43

(a) Im integrierten Fall gilt fiir die approximierten Filter i.a. nicht die fiir die Re-
konstruktion notwendige Identitét |hou|* +>°,c, g0, *° = 1 (vgl. Abschnitt 2.3.2),

obwohl auch hier fiir die in 3.38 definierten Filter gilt |h|? + > ek |§l|2 = 1.

Das bedeutet, die approximierten Filter verlieren in diesem Fall eine wichtige Eigen-
schaft. Wir zeigen in Abschnitt 3.6, dass integrierte Wavelets feste Frames erzeugen.
Dies erlaubt dann die Umsetzung in einem schnellen und exakten Algorithmus.

(b) Es gibt analog zum in Abschnitt 2.3 vorgestellten Mallat-Algorithmus eine Ver-
allgemeinerung von J.-P. Antoine mit interpolierenden Skalen [Ant98]. Dazu wird
das Skalenintervall [1/2,1] partitioniert in ¢ = 1/2 < a1 < ... < a, = 1. Die
Integration tiber die Teilintervalle [a,, a,41] fihrt auf n integrierte Wavelets. Fiir
diese kann nun separat die oben beschriebene Filterpyramide berechnet werden. Im
Morlet-integrierten Fall existiert eine Rekonstruktion analog zu Korollar 3.42.

Wie effizient ist der vorgestellte Algorithmus? Wir vergleichen die Komplexitat auf einem
endlichen Gitter {0,..., M}™ und periodischer Faltung mit der der schnellen Fourier-
Transformation.
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Lemma 3.44 Sei {0,... , M}™ endliches Gitter. Die Komplexitit der Berechnung einer
Skala durch Falten mit Hilfe approximierter Filter ist O(|L|KM™). Dabei bezeichnet |L]|
die Zahl der Richtungen, K := max{k; ; | € L} und k; die Zahl der nichtverschwindenden
Koeffizienten des Filters g;.

BEWEIS Es sind |L| Faltungen zu berechnen. Jede Faltung in Formel (3.21) tragt kM™
Multiplikationen bei. a

Die Komplexitit der schnellen Fourier-Transformation auf Z7%; ist bei M = 2/ optimal
O(mM™ log M). Sie ist ebenfalls fiir jede Richtung [ € L zu berechnen. Damit ist der Fal-
tungsalgorithmus nur dann schneller als die Fourier-Transformation, falls K < mlog M.
Dies bedeutet, die Filterlange muss im Vergleich zur Bildgréfe sehr klein sein. Bei einer
BildgréBle von M = 4096 Pixeln Kantenlédnge und zweidimensionaler Rechnung diirfte der
Filter nur ca. 16 nichtverschwindende Koeffizienten auf dem Gitter Z3, besitzen.

Die Hoffnung, schnelle Pyramidenschemata auch fiir redundante Wavelet-Transforma-
tionen sinnvoll zu nutzen, erfiillt sich also nicht. Eine Implementation iiber die schnelle
Fourier-Transformation, wie sie in Abschnitt 6.6 vorgestellt wird, ist einfach und flexibel.
Sie ist damit komplizierten Faltungsalgorithmen, die nur fiir kurze Filter optimal sind
und deren Koeffizienten erst mithsam zu berechnen sind, {iberlegen.

Ebenso féllt bei Fourier-basierten Algorithmen die Beschriankung auf eine Pyramiden-
struktur weg, wie bereits in Abschnitt 2.2 ausgefithrt wurde.

3.6 Konstruktion fester Frames

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass integrierte Wavelets kanonisch auf feste Frames
fiihren. Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind neu. Dieser Zusammenhang wird in Kapitel 4
im allgemeineren Kontext erneut aufgegriffen.

Bisher wurde nur der Dilatationsparameter diskretisiert. Das bietet die Gelegenheit, den
Unterschied zu den in Kapitel 2 eingefithrten dyadischen Wavelets aufzuzeigen. Erinnern
wir uns an Satz 2.15. Nun das analoge Resultat fiir integrierte Wavelets iiber G =

R™ > (SO(m) x RY).

Satz 3.45 Sei v € L*(R™) ein Wavelet. Weiter sei (U');; integrierten Wavelets W7,

Dann gult
>N T = i,

jez lel

wobei die Norm auf der linken Seite iber x € R™ zu nehmen ist. Fine Rekonstruktion in
der L?-Norm erhdlt man durch

Py = 30 S L) ) (o), (3.23)

jez lel
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BEwEIs Wir multiplizieren die Partition der Eins (3.7) mit |f(w)|2:

2.2

JEZL leLl

2

il = |f(w)|*

Integration tiber w auf beiden Seiten und Anwendung der Parseval Identitét ergibt

ZZ/ V() f (@) dw_ZZ/ ‘f*qm —
JEZ leL JEZ leL
INIE
> AT E =
J€7 1eL
Die Rekonstruktion (3.23) ist nur eine Umformulierung von (3.8). O

Jedes Wavelet erzeugt also eine Familie fester Faltungsoperatoren bei beliebiger Diskreti-
sierung des Dilatationsparameters.

Wir diskretisieren nun auch die Operation der Translationen R™. Fiir praktische Anwen-
dungen kann man ein diskret gegebenes Signal als bandbeschrankte Funktion auffassen,
ein Bild also als Element des Paley-Wiener Raumes PW[_, 1m

Satz 3.46 Sei (W), ein integriertes Wavelet. Die Familie {T)V7';b,5 € Z,1 € L} ist
ein fester Frame fir den Paley-Wiener Raum PW[_, qm

BEWEIS Die Beweisidee beruht auf einer Konstruktion, wie sie z. B. in Heil und Wal-
nut [HW89, Theorem 5.1.3] vorgestellt wird. Zentrale Idee ist, die Integration auf ein
Kompaktum zuriickzuziehen.

Sei supp(f) C [-, 7)™, dann gilt
(LT = [ Wil () = | fw) Wil (w)e™do = <f@7, E> ,
Rm L2([—m,7]™)

wo FE, := exp(—ibw) den Modulationsoperator bezeichnet. Es folgt mit der Plancherel-
Formel fiir Fourier-Reihen

S S ST = 3 S NV e =

JEZ leL beZ JEZ leL
DI SN W) fde = AP (3.24)

N RIEHTEITEY MBS

JEZ leL

a

Bemerkung 3.47 Der Begriff Frame wird hier nicht exakt im definierten Sinn verwendet,
da die den Frame aufspannenden Funktionen aus dem groferen Raum L?*(R™) stammen
diirfen. O
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Der besondere Vorteil dieser Frame-Konstruktion gegeniiber klassischen Konstruktionen
ist, dass die Freiheit zur Wahl einer beliebigen Diskretisierung der Skala besteht, dabei
trotzdem garantiert feste Frames entstehen. Ebenso ist die Operation der Translation
aquidistant diskretisiert, wie es fiir die Bildanalyse ben6tigt wird.

Um einen festen Frame fiir L*(R™) zu erhalten, miissen wir die Forderung der Kompakt-
heit von f auf das Wavelet ¢ iibertragen. Hier muss die Freiheit in der Diskretisierung der
Skala aufgegeben werden, damit der Dilatationsoperator statt auf ¢» durch den adjungier-
ten Operator auf der Funktion f operiert. Weiter ist die Diskretisierung der Translationen
nicht mehr aquidistant.

Proposition 3.48 Die Dilatationen R seien geometrisch diskretisiert fiir ein A > 1 und
Uity ein integriertes Wavelet zu einem Wavelet b € L*(R™). Dann gilt
Js g g

Dy WO = N2t
BEWEIs Dilatation vertauscht mit der Wurzel bis auf einen Faktor, es gilt D,/ f(z) =

a='"*\/D, f(x). Dilatation und Betragsquadrat vertauschen bis auf das Inverse dieses

Faktors. Damit gilt im Fourier-Bereich

zda

)\J aw)

A
Dy-i W0 (w) = )\]/2\// ‘Da¢(A1w 2_a — )\i/?

AJt+1 AJt+1
A )\]/2\// (aw) Zd—a = )\]/2\// ‘)\—f/zm(w) 2d_6l
o o a

_ )\1/2\1;],

Damit lasst sich zeigen:

Satz 3.49 Die Dilatationen R seien geomelrisch diskretisiert fiir ein A > 1. Weiler sei
¢ € L*(R™) ein bandbeschrinktes Wavelet, so dass fiir das zugehérige integrierte Wavelet

(Ui);1 gilt suppW® C [, 7]
Dann st

{DTLV"  beZ™ jeZ,le L}
ein fester Frame fir L*(R™).
BEWEIS Aus (f, Dy, %) = (D3, f, T,¥°") folgt analog zu oben

<f7 D/\J qu;07l> = <D§JfA : \I}(J’lv Eb>L2([—7r,7r]m)'
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Es bleibt, Gleichung (3.24) fiir diesen Fall anzupassen. Aufgrund der speziellen Wahl der
Diskretisierung gilt A/2Wi = D,,; W% fiir A # 0. Daraus folgt mit Substitution w +— A™/w:

S5 [ o i

JEZ leL
= ZZ/A\f(w)\Q\@(wA‘j)\zdw (3.25)
jez ter YE™
Prop. 3.48 ol f\/_]\l P
- ZZ/@W )2 () o

jez lel

Bei der Substitution wird aus der Dilatation D auf f eine L'-normierte Dilatation auf ;/A)
Der Beweis schlieit nun wie in Satz 3.46. O

Bemerkung 3.50 Die Voraussetzung an die Diskretisierung der Skala lasst sich ab-
schwéchen. Es geniigt, eine Partition der Skalen zu wihlen, die sich mit der Operation
einer diskreten Untergruppe vertragt, mit anderen Worten durch Operation einer diskre-
ten Untergruppe auf einem Représentantensystem entsteht. Dies wird in Abschnitt 4.1.2
in einem allgemeineren Kontext ausgefiihrt. O

Zusammenhang zu klassischen Wavelet-Frames

Wie ist nun der Zusammenhang zur Diskretisierung durch Abtasten? Der vorgestellte
Ansatz durch Mittelung tiber Wavelet-Koeffizienten kann auch als Methode zur Kon-
struktion fester Wavelet-Frames im klassischen Sinn betrachtet werden. Dazu wird die
Rotation ebenfalls durch eine Untergruppe diskretisiert.

Festzuhalten ist, dass das integrierte Wavelet W/ zu einem Wavelet 1) selbst wieder
zuléssig ist.

Proposition 3.51 Sei ¢p € L*(R™) ein Wavelet. Dann ist das integrierte Wavelet 07!
fiir alle 7 und | ebenfalls zuldssig.

BEWEIS In Formel (3.6) wird nur iiber ein Kompaktum [a;11,a;]x K; C RLxSO(m) =: H
integriert. Das erlaubt Integralvertauschung. Daraus und mit der Linksinvarianz des Haar-

MafBes dup folgt

/H Wi (ap(w)

2
duH(p,a)S/ (/ I@b(aa’pp’(w)lzduH(rhO’,a’)) dpn(p, a)
[a]+1,aj]><f(l

H
< / ey dpn(p',a’) < lajer — ajlsoom) (KL)ey
[a]+1,aj]><f(l

< 0.
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Damit ist der mit integriertem Wavelet zu einer diskreten Untergruppe von H konstruierte
Frame ein Wavelet-Frame, d.h. die Frame-Elemente sind durch affine Operationen aus
einer Funktion generiert (vgl. Definition 2.12).

Diese Beobachtung halten wir in dem folgenden Korollar fest.

Korollar 3.52 Sei A x R eine diskrete Untergruppe von R x SO(m). Weiter sei ¢ €
L*(R™) ein bandbeschrinktes Wavelet, so dass fiir das zugehorige integrierte Wavelet

(U, gilt supp\iB C [=m,m]™. Dann ist
{D.R, T,V ;b€ Z™ ac A pc R}
ein fester Wavelet-Frame fiir L*(R™) zu dem Wavelet W°.

Das Besondere an dem Ansatz durch Mittelung ist, dass die entstehenden Wavelet-Frames
automatisch fest sind, unabhingig davon, mit welchem Wavelet ¢» man die Konstruktion
startet.

Fiir die Konstruktion fester Frames auf L?(R™) haben wir die Freiheit bei der Diskreti-
sierung der Dilatation aufgegeben. Wir betrachten nun eine Verallgemeinerung, die fle-
xiblere Diskretisierungen erlaubt. Um eine feinere Auflosung in der Diskretisierung der
Skala zu erhalten, werden bei der dyadischen Wavelet-Transformation gerne die Skalen zu
mehreren Untergruppen berechnet, z. B. werden neben 27 auch die Skalen zu (2 + \/5)]
berechnet. Man nennt diese Verfeinerung dann Subbédnder. Dieses Vorgehen erlaubt aber
keine einfache Rekonstruktion.

Mit integrierten Wavelets kann die geometrische Partition der Skala nun analog verfei-
nert werden. Im Gegensatz zur dyadischen Transformation gibt es weiterhin eine einfache
Rekonstruktion, da erneut ein fester Frame entsteht.

Korollar 3.53 Die Dilatationen RY seien geometrisch diskretisiert fiir ein A > 1. Sei
O0=co<c1 <...<ec,=1,n>0. Weiter sei v € L*(R™) ein bandbeschrinktes Wavelet.
Sei (U9, das zugehérige integrierte Wavelet. Wir kénnen U zerlegen in die Summe

PO =0 4wl
Dabei ist W' definiert durch

— Mt o .
i) = /I DR b)Y veeRn
3¢

Cy JaIteitt a

Dann st

(DL beZ™ jeZ,le L1 <i<n}
ein fester Frame fir L*(R™).

BEWEIS Zu berechnen ist

DI IS Tl

i=1 je7 leL beL
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Fiir festes ¢ lasst sich der Beweis analog zu Satz 3.49 fithren. Die Summation iiber i ergibt
dann wieder eine Partition der Eins im Fourier-Raum. O

Bemerkung 3.54 (Frames aus orientierten Wavelets) In Abschnitt 3.2.2 haben wir
eine Variation zur Konstruktion orientierter Wavelets W] beschrieben, die in Polarkoor-
dinaten separabel sind und beziiglich Rotation auf einer beliebigen Partition der Eins im
Fourier-Raum beruhen. Diese Partition sichert, dass die Satze 3.45, 3.46 und 3.49 auch
fiir diese orientierten Filter giiltig sind. O

3.7 Lokale Regularititsanalyse

Die Wavelet-Transformation ist der Fourier-Transformation iiberlegen, da aus ihr lokale
Information iiber die analysierte Funktion ablesbar ist. Eine herausragende Figenschaft
der kontinuierlichen Wavelet-Transformation ist dabei die punktweise Charakterisierung
der Regularitat einer Funktion durch ihre Wavelet-Koeffizienten. Dieser Zusammenhang
wurde intensiv von Ph. Tchamichan und M. Holschneider [HT89, Hol95] untersucht und
besonders durch S. Mallat und S. Zhong [MZ92] der praktischen Nutzung zuganglich

gemacht.

Eine fiir die Signalanalyse eingesetzte Diskretisierung sollte diese Charakterisierung er-
halten. Fiir die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation wurde diese Frage bisher nicht
untersucht.

Ich zeige, dass sich der Zusammenhang zwischen der Lipschitz-Regularitédt einer Funk-
tion und dem Abklingverhalten ihrer kontinuierlichen Wavelet-Koeffizienten auf Morlet-
integrierte Wavelet-Koeffizienten iibertragen lasst. Da fiir diese Betrachtungen nur die
Dilatation eine wesentliche Rolle spielt, werden die Resultate fiir die in Abschnitt 1.3
eingefiithrte eindimensionale Gruppe ,ax + b* formuliert. Die Verallgemeinerung auf den
héherdimensionalen Fall und sowie Lipschitz-Regularitat hoherer Ordnung entspricht ge-
nau dem in meiner Diplomarbeit [Hei98] fiir die kontinuierliche Transformation ausgefiihr-
ten Vorgehen.

Der Schluss von der Regularitiat der Funktion auf das Abklingen der Morlet-integrierten
Wavelet-Koeffizienten lasst sich leicht iibertragen. Dazu vergleichen wir in Abschnitt 3.7.1
das Abklingverhalten Morlet-integrierter Wavelet-Koeffizienten mit dem kontinuierlicher
Wavelet-Koeffizienten. Aufwendiger ist dagegen die Umkehrung, die in Abschnitt 3.7.2
behandelt wird. Diese erlaubt in ihrer schérfsten Form, aus dem Abklingverhalten der
(diskreten) Morlet-integrierten Wavelet-Koeffizienten auf die punktweise Lipschitzregula-
ritdt der Funktion zu schlieflen.

Definition 3.55 Sei f : R — R und x¢ € R. Weiter sei 0 < o < 1. Wir sagen [ ist
in ¥o punktweise Lipschitz mit Exponent «, f € Lip”(xg), falls hog > 0 und C' >0
existieren, so dass fir alle h € R mit |h| < hq gilt

|f(zo +h) = flao)] < ClR|~.
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Wir sagen f ist auf O C R, O offen, gleichméflig Lipschitz mit Exponent «, f €
Lip®(0), falls ho > 0 und C > 0 existieren, so dass fir alle v € R und alle h € O mit
|h| < ho und x + h € O gilt

|[f(z+h) = f(z)] < ClA[*.

Aus gleichméafig Lipschitz o folgt punktweise Lipschitz «. Gleichméafige Lipschitzregu-
laritat ist starker, da die Konstante C fiir alle € R gleichméafBig halten muss. Aus
B < a folgt Lip® C Lip”. Ist f € Lip*(R), dann ist f stetig. Diese und weitere Aussagen
tiber Lipschitz-Regularitat habe ich in [Hei98] ausfiihrlich betrachtet. Der Zusammenhang
zur Abklingordnung der Wavelet-Koeffizienten wurde dort im allgemeineren Kontext der
Abschéatzung durch eine submultiplikative Funktion betrachtet. Der grundlegende Zusam-
menhang fiir gleichméfBige Regularitét lautet:

Satz 3.56 [Hei98, Satz 4.19] Sei f € L*(R™), O eine offene Teilmenge des R™ und
a >0, a g N. Dann sind dquivalent:

(i) YO' C O mit dist(O',0%) > 0 ist f gleichmiBig Lipschitz o auf O’
(it) YO' C O mit dist(0',0%) > 0 gibt es C > 0 und ap > 0, so dass:

‘WT¢f(g)‘§Caa Vg = (b,p,a) € H", mit 0 < a < ag, b€ O

Dabei ist o € C"tH(R™) stetig differenzierbares Wavelet mit kompaktem Triger und n +
[m /2] verschwindenden Momenten.

Fiir punktweise Regularitiit gibt es keine Aquivalenz. Es gelten die folgenden beiden Aus-
sagen.

Lemma 3.57 [Hei98, Lemma 4.28] Sei f € Lip®(zo) N LA(R™), fiir ein o € R™ und
einen Lipschitz-FExponenten o > 0. Weiter sei [ stetig. Dann gilt fiir die Wavelet-Trans-
formierte: 3C' >0, Jby > 0, dag > 0 mit

‘WT¢f($0 + b,c,o,a)‘ < C(aa + HbHa>, V(b,p,a) € H™, mit 0 < a < ao, ||b]| < bo

Dabei muss das Wavelet b kompakten Trdger besitzen und n+1 verschwindende Momente
haben, wobein € N mit n <o <n+ 1.

Lemma 3.58 [Hei98, Lemma 4.32] Sei f € L*(R™). Sei a > 0, o € N. FEs gelte fiir ein
Tg € R™:

(i) Es existiert ein ¢ > 0 und C > 0, so dass die Wavelet-Koeffizienten gleichmdf$ig in
b und ¢

(WTyf(byp,a)] < Ca®  Y(byp,a) € H" mit 0 <a<1

erfillen.
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(ii) Es existieren by > 0, ag > 0 und C >0, so dass

]
T b < B T
‘W ¢f($0—|- 7997a)‘—0<a —I_lngH

fiir alle (b,p,a) € H™ mit 0 < a < ag und ||b]| < by.

Dann folgt f € Lip® (o).
Dabei muss das Wavelet 1 aus C"H(R™) erfiillen, n+1 verschwindende Momente besitzen
und kompakten Triger haben.

Wir {ibertragen diese Aussagen nun auf Morlet-integrierte Wavelets.

Sei im folgenden ¢» € L*(R) ein Morlet-zulissiges Wavelet und {U/};c7 die zu einer
streng monoton fallenden Folge {a;};ez, a; > 0, lim; . a; = 0 gehérende Familie Morlet-
integrierter Wavelets.

3.7.1 Abklingverhalten der Wavelet-Koeffizienten

Morlet-integrierte Wavelet-Koeffizienten sind nach Lemma 3.35 gewichtete gemittelte
kontinuierliche Wavelet-Koeffizienten. Diese Beobachtung ist die Grundlage fiir den Zu-
sammenhang zum Abklingverhalten kontinuierlicher Wavelet-Koeffizienten. Es bleibt nur
noch 1(?1(61; Zusammenhang zwischen einer stetigen Funktion /' und der Folge der Integrale

a . . . .
fa J+1 ——da zu zeigen. Dazu ein elementares Ergebnis aus der Analysis:
J

Proposition 3.59 Sei I' : RY — R stetig und es gelte fir ein ag > 0, ein o > 0 und
eine Konstante C' > 0

|F(a)| < Ca”, Va < agp. (3.26)

aj F
/ 14 g
5+1 a

BEWEIS Sei jg so, dass aj, < ag. Fiir alle 7 > jo gilt mit elementarer Integralabschatzung:

/ ! F(a)da < Aj+1 (aj — 541 sup |F(a)|>
aj4+1 a ]

a] - a]‘l'l a]‘l‘l ae[a],aﬂ_l

Dann gilt fir alle 7 > 59

dj+1

< Cd;. (3.27)

aj — dj+1

dj+1

aj — dj+1
<C sup a*< Ca?.
a€laj,a;t1]
O

Wavelet-Koeffizienten sind stetig. Die Konstante C'in (3.26) und (3.27) ist dieselbe. Damit
erhalten wir aus Proposition 3.59 und 3.56 sofort
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Lemma 3.60 Sei a > 0 fest. Sei f € Lip®(R)N L*(R). Dann gibt es ein C' > 0 und ein
Jo € Z mat
U F T < Cal Y < jobER.

aj — dj+1

Véllig analog lasst sich die punktweise Regularitédt aus Lemma 3.57 auf Morlet-integrierte
Wavelets tibertragen.

3.7.2 Regularitit der Funktion

Fiir die Umkehrung von Proposition 3.59 benétigen wir zusatzliche Voraussetzungen,
die den Informationsverlust kompensieren, der durch Mittelung iiber kontinuierlichen
Wavelet-Koeffizienten entsteht.

Proposition 3.61 Sei I’ : R% — R stetig und im Betrag fiir a — 0 monoton gegen 0
fallend. FEs gelte fiir alle j > jo und ein a > 0 und eine Konstante C' > 0, dass

a] F
/ 2@ 4,
j+1 a
Dann folgt ‘F(aﬂ_l)‘ < Ca?ajﬁ. Gilt zusdtzlich a;/aj1 < K fir alle 5 > j0, so folgt fir

ein ag > 0 und ein C' > 0, dass

‘F(a)‘ < (C'q” Va < ag.

a4
s < Caj.

aj — dj+1

BEWEIS Die Monotonie von f erlaubt die Integralabschatzung von unten:

| Flajen)| = L= Flagg)|

aj aj — dj+1

a] F
/ (@),
aj41 4

a;

a;

a; a;

< <

aj F
< / (@),
5+1 a

Mit der zusétzlichen Abschatzung a;/a;41 < K folgt unmittelbar

aj — dj+1 aj — dj+1

S Ca]‘a

aj+1

|F(aj41)| < CKaf < CK'Ya,,. (3.28)

Sei ag > 0 so gewdhlt, dass ap < aj,. Dann gilt fiir alle 0 < a < ag: Sei j so, dass

a; > a > aj41. Es sei e, > 0 definiert durch a(1 + ¢,) = a;. Dann folgt 1 + &, <

‘(1 4 ¢,) = - < K unabhéngig von a. Dann existieren fiir monotones F' mit (3.28)
J

@)1 +1=
Konstanten C”, C' mit:

|F(a)] < [F(a))| < C"af = C"[a(l 4+ €4)]" = C"(1 + £,)%a® (3.29)
< ('a”.
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Bemerkungen 3.62

(a) Verzichtet man auf die Monotonie von F, so wiirde die Aussage inf[,, 4, ,1[F(a)] <
Ca$ lauten. Damit liefe sich die erste Abschitzung in (3.29) nicht zeigen.

(b) Bei geometrischer Wahl der Skalen ist aaﬁ = const. Die Bedingung, dass die re-

lative Bandbreite beschréankt sein muss, ist eine Abschwichung. Sie ist analog zur
Littlewood-Paley Theorie [EHJ96, Kapitel 3] und wird auch als Hadamard lacunary
condition bezeichnet.

Mit elementaren Mitteln kann eine Umkehrung also nur fiir in @ — 0 monoton fallende
kontinuierliche Wavelet-Koeffizienten erreicht werden. Deshalb beweisen wir nun einen
starkeren Zusammenhang fiir die Umkehrung. Zuerst zur gleichmafigen Lipschitzregula-
ritat:

Satz 3.63 Sei f € L*(R). Sei v € L*(R) Morlet-zulissiges Wavelet welches ¢» € CH(R)
erfillt und kompakten Triger besitzt. Die Partition der Skala sei gegeben durch a; = 27,
g € Z. Weiter sei 0 < a < 1. Gelten fiir ein ¢ € R die Abschdtzungen

\WT)(b,5)] < C2777, (3.30)

gleichmdfsig in b € R, sowie

d .
K%Wﬂy) (2o + b,j)‘ <O (27772, (3.31)

fir alle b € R, j € Z und eine Konstante C' > 0.
Dann folgt f € Lip®(R).

BEWEIS Der Beweis nutzt Ideen von S. Jaffard, der in [Jaf89] einen dhnlichen Zusam-
menhang fiir orthonormale Wavelet-Basen zeigt.

Sei h € R mit 0 < |h| < 1. Wihle jo so, dass 277 < |h]| < 22750, Es gilt fiir * € R die,
unter den gegebenen Voraussetzungen an das Wavelet punktweise, Rekonstruktion

fla) =Y WMz, j)+ Y WT)(z,))
Ji>Jo J7<Jo
=: fl + foo-

Wir schétzen die punktweise Lipschitz-Regularitat in © = zg fiir die beiden Terme einzeln

ab.

1) Der Term f; wird mit Bedingung (3.30) an die Morlet-integrierten Wavelet-Koeffizien-
ten abgeschétzt.

At Ry = )] < 3IWTY oo+ )|+ (WT G
J>Jo
<3 2 < e < |,

J2Jo
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2) Zu f..: Mit Hilfe des Mittelwertsatzes gilt:

| fool@ 4 h) = foo(@)] D |WTH (@ + by 5)] + WYz, 5)]

J7<Jo

< S |(wr) i)

J7<Jo

Y

wobei §; € [r,x 4+ h]. Aufgrund Bedingung (3.31) an die Morlet-integrierten Wavelet-
Koeffizienten und der Wahl von j, abhéngig von h folgt mit Hilfe der geometrischen
Partialsumme

‘foo(x +h)— foo(x)‘ < Z |h|02j(1—a) < C|h|2(jo+1)(1—a)
1<do
< C|h|2(y‘o+1)2—(]‘o+1)a < C|h|i

[h[* = Clh]".
Ig

Dabei wurde fiir die letzte Abschatzung die spezielle Wahl von 7o genutzt.
Da alle Terme durch die Ordnung |h|* abgeschitzt sind, folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.64 Forderung (3.31) taucht in dem klassischen Resultat nicht auf. Sie
ist ein Tribut an die Gestalt der Morlet-integrierten Transformation. Im Beweis fiir den
klassischen Fall ist der Term %WTMZ),@);/}(:I;) abzuschétzen. Dies ldsst sich bereits mit
(3.30) und einer Abschitzung der Form |[¢'||.c < oo erledigen, da die Ableitung nur
das Wavelet ¢ betrifft, nicht den Wavelet-Koeffizienten. Fiir die Morlet-integrierte Trans-
formation lautet dieselbe Stelle jedoch %WT%(:E,@). Es ist also der Koeffizient selbst
abzuleiten. Dieses Problem verhindert auch, den Satz fiir hohere Regularitdatsordnungen
a > 1 zu formulieren. O

Nun folgt die Verscharfung des Resultats auf punktweise Lipschitzregularitat.

Satz 3.65 Sei f € L*(R) und f € Lip*(R) fiir ein ¢ > 0. Sei b € L*(R) Morlet-zulissiges
Wavelet welches o € CH(R) erfillt und kompakten Triger besitzt. Die Partition der Skala
sei gegeben durch a; = 27, 5 € Z. Weiter sei 0 < a < 1. Gelten fir ein zo € R die
Abschdtzungen

. 4 b|”
(WT) (2o +b,5)| < C (2—” + —1|n ||b|> : (3.32)
sowie
d M ; —jag]
T, (zo+b,7)| < C (277727), (3.33)

fir alle b € R, j € Z und eine Konstante C' > 0.
Dann folgt f € Lip® (o).

84



BEWEIS Sei A € R mit 0 < |h] < 1. Wihle j so, dass 27 < |h| < 2 - 279, Weiter sei
ohne Einschrinkung ¢ < a und j; := joa/e. Es gilt fiir @ € R die, unter den gegebenen
Voraussetzungen an das Wavelet punktweise, Rekonstruktion

1 2—J1 da J1 . .
S = [ WS Y W )+ Y W)

J=jo+1 7<J0
= fo+ fi + feo-

Wir schétzen die punktweise Lipschitz-Regularitdt in @ = x fiir die drei Terme einzeln

ab.
1) Fir fo nutzen wir die geforderte gleichméaBige Lipschitz-Regularitat e:

1 e da
ot +1) = fle)| < 1 [ WG o) =W ()|

2=J1 d |h|0t/E d
< al <’ al
0 a 0 a

S C”|h|a.

2) Der Term f; wird mit Bedingung (3.32) an die Morlet-integrierten Wavelet-Koeffizien-
ten abgeschétzt:

[t b) = fie)] < DTWTY G )| 4+ (WY ()

J=J0

g
<30 @4 I )
J=Jo
= fla + flb-
Die Funktion f;, gehort zu dem Bereich, auf dem die Abschitzung durch 2¢ dominiert.

f1» gehort zu dem Bereich, auf dem die Abschitzung durch LB

™ dominiert. Diese Terme
werden separat abgeschitzt.

Fiir fi, folgt aufgrund der Wahl von jq:

7
fra $CY 27 <0y 2 < 027Ut < O
J=Jo J>jo
Fiir fi, schitzen wir die Zahl der Terme in der Summe ab. Es gilt j; — jo = j1(l —a/e) <
C'In |h| aufgrund der Wahl von j;. Damit folgt

fis < Cln k| ( ] ) = Clh|".

In |A|
3) Der Term f., wird analog zu Satz 3.63 abgeschatzt.
Da alle Terme durch die Ordnung |h|* abgeschitzt sind, folgt die Behauptung. O
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a

Statt der dyadischen Diskretisierung reicht erneut eine Folge (a;);jez mit k < %ﬁ < K
fiir feste Konstanten k, K > 0 und alle j € Z aus.

Die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation besitzt also die fiir die Signalanalyse wich-
tige FEigenschaft der kontinuierlichen Transformation, die lokale Regularitdt von Funktion
zu charakterisieren.

In Kapitel 7 kommen wir auf den Begriff der Lipschitz-Regularitét zuriick und untersu-
chen, welchen Nutzen er fiir die Unterscheidung zwischen Mikroverkalkungen und Arte-

fakten in Mammographien bringt.
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Kapitel 4

Verallgemeinerung der integrierten
Wavelet-Transformation

Die Diskretisierung durch integrierte bzw. Morlet-integrierte Wavelets wird in diesem Ka-
pitel auf den allgemeinen Fall von Wavelet-Transformationen tiber semidirekte Produkte
R™ x H, wie sie in Kapitel 1 eingefithrt wurden, iibertragen. Die in diesem Kapitel ge-
wonnenen Erkenntnisse sind neu und runden die Analyse der Eigenschaften integrierter
Wavelets mathematisch ab. Sie haben fiir die folgende Anwendung auf digitale Mammo-
graphien keine Bedeutung.

Schwerpunkt ist die Konstruktion von Frames aus integrierten Wavelets, wie sie fiir die
Euklidische Gruppe mit Dilatation bereits in Abschnitt 3.6 entwickelt wurde. Fiir allge-
meine Gruppen gibt es den gewohnten Begriff der Skala nicht. Ich habe statt dessen ein
abstraktes Analogon eingefiithrt. Dies erméglicht, die Definition integrierter Wavelets auf
eine grofere Klasse von Wavelet-Transformationen iiber semidirekten Produkten zu tiber-
tragen. Ich zeige, dass integrierte Wavelets auch in diesem allgemeineren Kontext auf feste
Familien von Faltungsoperatoren fithren und weiter feste Frames und Wavelet-Frames er-
zeugen. Diese Eigenschaft ist wesentlich fiir die Existenz effizienter Algorithmen, da in die-
sem Fall die aufwendige Berechnung des dualen Frames entfillt. Besonders interessant ist,
dass dieses Resultat unabhéngig von der Wahl der Diskretisierung der Dilatationsgruppe
ist. Damit bieten integrierte Wavelets hohe Flexibilitat. So kann die Diskretisierung der
Dilatationsgruppe dynamisch an die Erfordernisse der Bildanalyse angepasst werden. Dies
ist mit bisher bekannten, durch Abtasten gewonnenen Frames nicht moglich. Schliefilich
habe ich den Zusammenhang zur klassischen Konstruktion von Wavelet-Frames durch
Abtasten hergestellt.

Die Diskretisierung mit integrierten Wavelets kann auch als Konstruktion von Wavelets
fiir feste Wavelet-Frames verstanden werden. Bei dieser Betrachtung stellt sich die Frage,
wie reichhaltig diese Konstruktion ist. In Abschnitt 4.2 wird gezeigt, dass die Konstruktion
integrierter und Morlet-integrierter Wavelets als Faltung beziiglich der Dilatationsgruppe
H aufgefasst werden kann. Insbesondere kann ich in Abschnitt 4.3 zeigen, dass eine grofie
Klasse fester Wavelet-Frames durch integrierte Wavelets erzeugt wird.
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4.1 Frames aus integrierten Wavelets

4.1.1 Verallgemeinerte Skalen

Ziel dieses Abschnitts ist, die Konstruktion integrierter und Morlet-integrierter Wavelets
auf Wavelet-Transformationen iiber semidirekte Produkte zu verallgemeinern. Im allge-
meinen Fall ist der Skalenparameter durch eine geeignete Konstruktion zu ersetzen. Dies
funktioniert technisch {iberraschend einfach, da die Gruppenstruktur hier keine Rolle
spielt.

Sei also G = R™ x H, wobei H < GGL(m,R) eine abgeschlossene Untergruppe ist. V' C
R™ sei offener H-Orbit und U, = Ty, eine quadratintegrierbare Darstellung von G auf
Hy C Lz(Rm).

Da wir eine allgemeine Dilatationsgruppe H verwenden, miissen wir einen Ersatz fiir den
Skalen-Parameter finden. Dieser Ersatz basiert auf einer Partition der Dilatationsgruppe
beziiglich messbarer Mengen:

Definition 4.1 Sei J eine diskrete Indexmenge. Fine Familie (H;)jes messbarer Teil-
mengen von H heiffit Detail-Zerlegung, falls folgende Figenschaften gelten:

(i) pu(Hj) <oo,  VjeJ,
(ii) pr(H\ U]‘eJ H;) =0,
(iil) pg(H; N H;) =0 fir alle  # 5 in J.
Bei der bisher betrachteten Euklidischen Gruppe mit Dilatation hatten wir R7 in Inter-

valle zu einer Folge (a;);es diskretisiert. Dort wiirden die Mengen also H; := [a;41, a}]
lauten.

Als Skala jp kann nun die Menge Ujsjo H; aufgefasst werden. Skalen sollten in einem
geeigneten Sinn aufsteigen und den Raum nicht willkiirlich ausschépfen. Um so eine Ord-
nung zu erzwingen, fehlt uns die Skalierungsgleichung wie sie bei der Multiskalenanalyse
auftritt. Wir werden den Begriff der Skala in diesem Kapitel nicht verwenden.

Definition 4.2 Sei ¢ € Hy N LY(R™) ein Wavelet und (H;)jes eine Detail-Zerlegung
von H. Das diskrete Detail D;(f) € L*(R™) lautet

4 1
D)= — [ dPo)dunth), e (4.1)
Cy JH,
wobei d(f)n, € Hy das Detail von f in h ist,
a(f)n =i¢ [ (Ui g =) eG

Das integrierte Wavelet W/ € Hy ist iiber seine Fourier-Transformierte definiert durch
2 1 R
b(wh)

— 2
‘\Iﬂ(w) dug(h),  YweV,je (4.2)

G J H;
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Erneut ist das integrierte Wavelet durch die Definition nicht eindeutig festgelegt. Fiir die
Rekonstruktion ist die Phase des integrierten Wavelets unbedeutend. Um jedoch einen
Zusammenhang zwischen Wavelet ¢ und integriertem Wavelet W/ herzustellen, gehen wir
analog zu Abschnitt 3.2.1 vor.

Definition 4.3 Sei ¢» € L*(R™) N LYR™) ein Wavelel. Sei h; € H; fest gewdhlt. Die
Phase des integrierten Wavelets W/ wird durch

arg <\/I/\J(w)> = arg <;/3(whj)> ) Yw € R,
festgelegt.

Diese punktweise Definition ist nur fiir im Fourier-Raum stetige Wavelets moglich, weshalb
Y € L*(R™) gefordert wird. Die Wahl der &, in H; ist willkiirlich. Sie fithrt analog zu Satz
3.16 dazu, dass der L?-Fehler zwischen W’ und ;% fiir A = h; minimiert wird. Analog zu
Proposition 3.51 gilt:

Proposition 4.4 Sei o) € Hy ein Wavelet. Dann ist das integrierte Wavelet W/ € Hy
ebenfalls zuldssig.

BEWEIS Der Tréiger der Fourier-Transformierten U/ des integrierten Wavelets ist 1. a.
grofer als der von . Da aber {iber die Operation von H integriert wird, bleibt der Trager
im H-Orbit V. Damit folgt W/ € Hy.

In Formel (4.2) wird nur {iber eine Menge endlichen Mafles H; integriert. Das erlaubt
Integralvertauschung. Daraus und mit der Linksinvarianz des Haar-Mafles dpj folgt

J1wenfduty < [ ol dui)ydun)

< [ evdun(h) < ulty)e, < .
H

J

a

Offensichtlich erhalt man aus der Definition des integrierten Wavelets und der Zuléssig-
keitsbedingung aus Lemma 1.10 wieder eine Partition der Eins und somit fiir alle f € Hy
die zu Formel (3.8) analoge Rekonstruktion

f= Z/ (f, TyUNT, W db
JEL

in der L?>-Norm.

Falls J = Z, ist die Indexmenge ein Ersatz fiir den Skalen-Parameter. In diesem Fall ist
die Skala s(f);, Summe aller Detail bis zu einem j, € Z:

s(f)io = d(f)wy dpn(h). (4.3)

UJ<J0 HJ

Analog kénnen auch Morlet-integrierte Wavelets fiir beliebige Dilatationsgruppen H de-
finiert werden:
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Definition 4.5 Das Morlet-integrierte Wavelet W/ ¢ Hy ist iber seine Fourier-
Transformierte definiert durch

—~ 1 -
Ui(w) := E /H Y(wh) dug(h), jeJd, Yw e V.

Wir koénnen die Detail-Zerlegung so allgemein definieren, da die Gruppenstruktur hier
keine Rolle spielt. Es gibt aber Partitionen, Fundamentalbereich genannt, welche die
Gruppenstruktur respektieren. Wir bendtigen den Begriff fiir die verallgemeinerte For-
mulierung der Frame-Konstruktion.

Definition 4.6 Sei A eine lokal kompakte Gruppe mit Haar-Mafl @ Sei A eine kokom-
pakte diskrete Untergruppe. Eine Borel-Teilmenge F von A heifst Fundamentalbereich,
falls

() #(A\Uuei Fa) = 0 und

(ii) u(Fa; N Faj) =0 fir alle a; # a; in A.

4.1.2 Verallgemeinerte Frame-Konstruktion

Wir verallgemeinern die Konstruktion fester Frames aus integrierten Wavelets, wie in
Abschnitt 3.6 fiir die Euklidische Gruppe mit Dilatation gezeigt, fiir Wavelet-Transfor-
mationen iiber semidirekten Produkten. Analog zu Satz 3.45 gilt:

Satz 4.7 Sei v € Hy ein Wavelet. Weiter sei (U7);cy integriertes Wavelet zur Detail-
Zerlegung (H;)jes. Dann gilt

SO TP = 1117

JEZ

wobei die Norm auf der linken Seite iber x € R™ zu nehmen ist. Fine Rekonstruktion in
der L?-Norm erhdlt man durch

=Y ((f, 100« 0). (4.4)

JEZ

Die Operation von R™ durch Translationen ist offensichtlich notwendiger Bestandteil von
G, da darauf die Beweiskonstruktion von Satz 3.49 mit der trigonometrischen Basis im
Fourier-Raum beruht.

Im Fall des Frames aus Satz 3.46 iibernimmt die Funktion die Kompaktheit, die Operation
von H kann beliebig aussehen. Analog gilt das folgende

Lemma 4.8 Sei b € Hy ein Wavelet, (V7);c; das zugehérige integrierte Wavelet. Dann
ist die Menge {T,97,b € Z™, j € J} ein fester Frame fir Hyaj—z zpm
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BEWEIS Fiir f € Hynj—rnm gilt supp(f) Cc Vn[—m, ] Es folgt

(F, 1) = [+ Wi(b) = /Vfw@(w)emdw = <f517\E>

L2(V)

Der Beweis schliefit analog zu Satz 3.46. O

Fiir beliebiges f war das Problem die nichtkompakte Operation von H. Diese muss analog
zu oben abgespaltet werden. Wir formulieren eine Verallgemeinerung von Satz 3.49.

Satz 4.9 Set H = A x K ein direktes Produkt. Die duale Operation von K aufﬁ?” set
kompakt und (K;);e 1 set eine Detail-Zerlegung fir K. Weiter sei A < A eine kokompakte
diskrete Untergruppe und F' Fundamentalbereich fiir A. Definiere H, ; := Fa x K;,5 €
J,a € A.
Sei (U/);cy integriertes Wavelet zu einem Wavelet 1 € Hy mit supp(@Z) C[-mr]™NnV.
Dann st

{mas1 0% b e Z™ ae A jeJb

ein fester Frame fiir Hy .

BEWEIS Hier steht U fiir Integration iiber F'a x K; in Formel (4.2). Wir benétigen die
Struktur des Fundamentalbereiches, damit die Operation von A auf H, ; wohldefiniert ist.
Dies ist analog zu Proposition 3.48 gegeben.

Der Beweis schliefit analog zu Satz 3.49. O

Wir kénnen immer K = {1} wéhlen. In diesem Fall benotigen wir einen Fundamental-
bereich fiir ganz H. Die Motivation fiir das direkte Produkt im Satz ergibt sich aus der
fiir den Beweis unwesentlichen kompakten Operation. So erhalten wir fiir nichttriviales K
zusitzliche Freiheit bei der Diskretisierung.

Die Diskretisierung ldasst sich analog zu Korollar 3.53 weiter verfeinern. Es gilt

Korollar 4.10 Seien die Voraussetzungen von Satz 4.9 erfillt. Sei weiter F' = | ye;c,, Fi
die disjunkte Vereinigung von messbaren Mengen F;, 0 <1 <n, n > 0. o

Definiere H, ;; := Foa x K;,5 € J,a € A.
Sei W definiert durch

Cdun(h),  jed (4.5)

Y(wh)

— 2 1 .
v (w) |

Cy Ha

Dann gilt: 4 )
{Taxa U2 s b e Z™ a € A, j€J,0<i<n}

ist ein fester Frame fir Hy.

BEWEIS Es gilt fiir das integrierte Wavelet ‘\17“\] = Yo \\113/ ?. Weiter ist die Partition
—~ 0,7 —~ ,]
so gewahlt, dass ;4 V., g .. ! O
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Wir geben abschliefend Beispiele fiir feste Frames zu Wavelet-Transformationen zu ver-
schiedenen Gruppen an. Diese Gruppen wurden von H. Fithr [Fih97] in Hinsicht auf
Existenz quadratintegrierbarer Darstellungen und zuléssige Funktionen untersucht.

aq 0
0 a9
lautet dppy = 44 d“2 . Ein offener Orbit ist V := {(x,y); v,y > 0} C R2. Die Zuldssig-

al

keitsbedingung fiir L/J € Hy lautet (vgl. [Fiih97, 3.2.1])

[
wr,wn)|’
0</ #dw<oo.
R2 |wiw |

Beispiel 4.11 Betrachte die Gruppe H := {( ) , a1, 02 € Rj_} Das Haar-Maf

bV

Betrachte die Untergruppe H .= {(0

£k> L) EL k€ Z} mit A, ¢ > 1. Dann ist ein

) 0
Fundamentalbereich gegeben durch F' := { C(l)l R 1<a; <A 1<a; < M}. Nehmen
2
wir an, wir interessieren uns besonders fiir horizontale Strukturen. Dann kann F' weiter
verfelnert werden. Sel 1 = ¢; < ¢y < ... <¢, = A.
Setze [} :z{(%l c?) ; cigalgciﬂ,1§a2§/,e},1§i<n.
2

Seil nun ¥ € LQ(R ) ein bandbeschré’mktes Wavelet und das integrierte Wavelet gegeben

durch |W(©.9), : fF a1 xas ¥ )‘2 C%ldﬂ. Die dilatierten Wavelets lauten dann

m(w) = ()\j/,L )" 1/2\11(00) ()\]wxaﬂ Wy )-

Nach Korollar 4.10 ist die Menge {DMﬂDlXMka\I/(O’O)’Z; beZ™ j,keZ,1 <i<n}ein
fester Frame fiir Hy . O

a a-Ss

0 a);aER*,SER}. Das Haar-

Maf ist duy = ds%“. Ein offener Orbit ist V := R} xR C R2. Die Zuléssigkeitsbedingung
fiir ¢ € Hy lautet (vgl. [Fiith97, Satz 3.2.3])

3 2

o< [ [Plovedl”,
R2 “1

27 2.k

0 27

a a-s

< a < < 5 <
0 a),l/Z_a_l,O_s_l}.

Nach SatzN 4.9 ist fiir ein bandbeschrinktes Wavelet ¢ € Hy die Menge {U,T,¥%; b €
Z", h € H} ein fester Frame fiir Hy zu dem integrierten Wavelet

2 /1 /1 da
B 1/2 Jo

a
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Beispiel 4.12 Betrachte die Gruppe H := {(

Betrachte die Untergruppe H := ,JEL, k€ Z}. Dann ist ein Fundamen-

talbereich gegeben durch F':= { (

‘@(w)

UaXs¢(w



Sei zum Beispiel das Wavelet ¢» im Fourier-Raum definiert als die charakteristische Funk-
tion der Menge {(w;,wy) € R%0.5 < w, < 1,|wy| < w,}. Dann lautet das integrierte
Wavelet

‘\/Il\o(w) i = max (O,l — %) max(O,ln(min(l,Zwy)> — ln<max(0.5,wy)>>, w € R2.

Wy

Abbildung 4.1 stellt dieses Wavelet dar. Es féallt auf, dass das Wavelet im Fourier-Raum
stetig ist, obwohl es aus einer charakteristischen Funktion erzeugt ist. Diese und weitere
Eigenschaften integrierter Wavelets werden in den folgenden Abschnitten 4.2 und 4.3
untersucht. O

Abbildung 4.1: Integriertes Wavelet zur Scherungsgruppe. Das inte-
grierte Wavelet W9 aus Beispiel 4.12.

4.1.3 Nicht bandbeschrankte Wavelets

Was passiert, wenn wir die Voraussetzung bandbeschréankt in Satz 3.49 oder Satz 4.9 fallen
lassen? Besteht eine Chance, dann trotzdem noch automatisch feste Frames zu erzeugen?
Wie die folgenden Argumente zeigen, ist das nicht der Fall. Zur Konstruktion eines affinen
Frames sind die Operation der Translation R™ sowie der Dilatationsgruppe H zu beachten.
Die Konstruktion integrierter Wavelets durch Integration iiber Dilatationen sichert, dass
die Operation der Dilatation keine Probleme bereiten kann. Translationen sind davon
nicht betroffen. Diese haben wir fest im Griff durch die Voraussetzung bandbeschrénkt.
Lésst man diese Voraussetzung nun fallen, wird eine andere Forderung notwendig, welche
sichert, dass beziiglich Translationen ein Frame entsteht. Wir erhalten fiir Frames aus
integrierten Wavelets die folgende vereinfachte Framebedingung.

Satz 4.13 Sei o € Hy ein Wavelet und (97); ein zugehérendes integriertes Wavelet.
Die Dilatationsgruppe H sei beziiglich einer diskreten kokompakten Untergruppe A < H
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diskretisiert. I sei ein zugehoriger Fundamentalbereich. Die Diskretisierung von H st

dann gegeben durch H, := Fa, a € A.
\/Il\o(wa)

Bezeichne 3(s) := sup,ey D ,ci ‘\/I/\O(wa +27s)|, s € Z™.

. 1/2
Es sei R := Ekezm\{o} [ﬁ(k)ﬁ(—k)] < 1.
Dann ist

{(rT,9°; b e Z™, a € A}
ein Frame fir Hy mit Schranken 1 4+ R,1 — R.

BEWEIS Der Beweis verallgemeinert eine Abschétzung fiir Frame-Schranken affiner Wave-

let-Frames von 1. Daubechies [Dau92, 3.3.2]. Es gilt

——~

(f,mTy0°%) = /Rm w2 f(w) WO (w)e™ dw

- Z / W:f(w + ZWk):IITJ(w + QWk)eibwdw
[_7r77r]m

kezZm
= Z <7T:f(o + 2%1{)66(0 + 27k), Eb>
kezm L2 ([=m,m]™)
= <Z W:f(o+27rk)®(o+27rk),Eb> )
kez™ L2 ([-m )

(4.6)

Aus Formel (4.6) folgt nun fiir die Frame-Bedingung mit der Plancherel-Identitat fiir

Fourier-Reihen:

SN mBE) =Y

2

Z W:f(. + ZWk){I//%(o + 27k)

wed ber weA | kezm L2 (j=m,7lm)
2
= Z/ Z W;f(w—l—%rk)@(w—l—%rk) dw
aed V™ {rezm

wcA \kezm kezm

= Z Z /R/E W:f(w)l/ll\o(w)wgf(w + 2#1{)@(@ + 27k )dw

a€A keZ™

:Z/@

a€A

W;f(w)‘z‘@(w)‘zdw

+ Z /A W:f(w)\/ll\o(w)wgf(w + 2#1{)@(@ + 27k )dw
kezm\{o} VR
= |[flI* 4 Rest

94

= Z < Z W:f(w + 2#1{)@(@ + 27k), Z W;f(w + 2#1{)@(@ + 27k)

>L2([7r77r]’")



Fiir die vierte Umformung wird das Skalarprodukt ausgeschrieben und eine Summation
iiber £ mit dem Integral zusammengefasst. Die letzte Vereinfachung fiir den ersten Sum-
manden ist dem integrierten Wavelet zu verdanken, analog zum Beweis von Satz 3.49.
Der Rest ldsst sich mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung abschidtzen durch

| Rest| < Z Z H‘f(w)‘ ‘@(wa)‘lﬂ ‘\I/I\O(wa + 2wk)‘1/2
a€A keZ™{0}

. H‘f(w + 27‘(‘]6)‘ ‘\/I/\O(w)‘lﬂ ‘\/I/\O(wa + 27‘[‘]{)‘

L2(E™)

1/2

L2(B™)
1/2

F)P Y[ (wa)| [W0(wa + 2mk)|dw

gZ/RAm

kezZ™\{0} a€A
1/2
/A‘f(w)‘z Z‘@(wa — 27‘[‘]{)‘ ‘\/Il\o(wa)‘dw
R acA
1/2
<A > [BIB(=H)]
keZ™\{0}
< fIFR,
mit den Bezeichnungen 3 und R aus dem Satz.
Daraus folgen die behaupteten Frame-Schranken. O

Bei Daubechies lauten die Frame-Schranken ¢ — R und C' + R mit von dem Wavelet
abhdngigen Konstanten ¢ und €. Diese Konstanten ¢ und € beschreiben genau, wie
Hfest® der Frame beziiglich der Dilatationsgruppe ist. Aufgrund obiger Resultate tiber feste
Familien von Faltungsoperatoren sind diese Konstanten fiir integrierte Wavelets gleich 1.

Bemerkung 4.14 Hat die Fourier-Transformierte des Wavelets kompakten Tréger in
[—m, m]™ oder einem anderen Fundamentalbereich von R™/7Z™, so folgt aus der Definition
von (3 sofort R = 0 und damit die Aussage von Satz 3.49. O

Bemerkung 4.15 Die Forderung an das Wavelet t ist nicht besonders stark. Eine hinrei-
chende Bedingung fiir endliches R ist bei der affinen Wavelet-Transformation laut [Dau92],
wenn gilt [)(w)] < Cllw)|*(1 + |w|?)™/2, mit o > 0 und v > a + 1. Diese Bedingung
tibertrégt sich auf das integrierte Wavelet. O

4.2 Injektivitit der Konstruktion integrierter Wave-
lets

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Frage, ob das Wavelet ¢ aus dem (Morlet-)integ-
rierten Wavelet (07); rekonstruiert werden kann. Es zeigt sich, dass es geniigt, fiir ein W2
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mit festem jo € J zu untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die Abbildung 1 s Wi
injektiv ist. Verwandt ist die Frage, welche Wavelets ¢ auf das gleiche integrierte Wavelet
(U/); abgebildet werden, also eine Aquivalenzklasse bilden.

Der Ansatz zur Losung ist die Beobachtung, dass die Konstruktion integrierter Wavelets
als Faltung iiber der Dilatationsgruppe H interpretiert werden kann. Diese Beobachtung
ist auch fiir den folgenden Abschnitt zur Charakterisierung fester Familien wichtig.

Sei G = R™ x H, wobei H < GL(m,R) eine abgeschlossene Untergruppe ist. In diesem
und dem folgenden Abschnitt sei die Dilatationsgruppe H abelsch. V C R™ sei offener
H-Orbit und U, = Tym), eine quadratintegrierbare Darstellung von G' auf ‘Hy C Lz(Rm).
Sei (H;); eine gegebene Partition von H. Das integrierte Wavelet (U7); zu einem Wavelet

Y € Hy ist nach (4.2) definiert durch

i) = - )|
Cy

b(wh)| dpg(h), YweV,jed,
HJ

wobei die Definition fiir nichtnegatives, reelles Wi eindeutig ist.
Das Morlet-integrierte Wavelet ist nach Definition 4.5 definiert als

\IU = / ;/)wh dug(h), YweV,je
P

Wir kénnen beide Konstruktionen parallel untersuchen, indem wir das Problem abstra-
hieren. Dazu betrachten wir fiir festes jo € J auf Hy N Ll(Rm) den Integraloperator

I: Ll(Rm) — Ll(Rm), @ = [(¢) mit

I{¢)(w) := P(w) := /H o (wh) dpg(h) Yw e V. (4.7)

J0

Die Frage lautet nun: Wann ist der Integraloperator [ injektiv, bzw. wann kann aus der
Funktion ® die Funktion ¢ rekonstruiert werden?

Dazu fassen wir das Integral als Faltung beziiglich der Gruppe H auf. Dieser Ansatz er-
laubt, den durch (4.7) definierten Integraloperator als Multiplikation zu schreiben. Damit
diese Integration als Faltung interpretiert werden kann, identifizieren wir V' mit H iiber
den H-Orbit V = H~vy wobei 4o € V fest ist. Damit ist die Abbildung ¢ : L*(V) — L'(H)

punktweise definiert durch
q(p) := @ =@ o py

wohldefiniert. Die Funktion p, : H — V| h +— vh stammt aus Lemma 1.9. Die Identifi-
kation hangt von der Wahl von 7y ab. Es liegt im allgemeinen keine Bijektion zwischen
H und V vor, so zum Beispiel fiir H := R x SO(m) mit m > 2. ¢ ist konstant auf
den Stabilisatorgruppen H.,, v € V. Das Bild einer Funktion aus L'(V') unter ¢ liegt in
L'(H), da nach Satz 1.8 fiir quadratintegrierbare Darstellungen die Stabilisatorgruppen
kompakt sind.
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Die Zulassigkeitsbedingung an ein Wavelet ¢ € Hy kann nach Lemma 1.10 als |;/A)|2 op €
L*(H) geschrieben werden. Es gilt also fiir ein Wavelet ¢ € Hy:

p(h) = [db(wh)|’,  Vhe .

Analog gilt fiir Morlet-integrierte Wavelets nach Abschnitt 1.6 die Zuldssigkeitsbedingung
vope L'(H).

Damit kann Formel (4.7) als Faltung von L!'-Funktionen beziiglich der Gruppe H ge-
schrieben werden als [ : L'(H) — LY(H), ¢ — ® := I({):

émvzq@xwwaé

= [ E S (A ()
= <‘P *o AH)‘(HJ—1> (h/)v (4'8)

fir alle A’ € H. Dabei ist Ay die Modularfunktion von H. Da wir H in diesem Abschnitt
abelsch annehmen, gilt Ay = 1 und die Modularfunktion wird in der folgenden Diskussion
ignoriert.

¢%h70dMH(h):t/

[ 1)y (™ (1)

Damit ® € L'(H) wieder als Funktion auf V aufgefasst werden kann, ist zu zeigen, dass )
auf den Stabilisatorgruppen H.,, v € V, konstant ist. Dies folgt direkt aus (4.7). Damit ist
die Abbildung ¢!, definiert durch ¢='(®)(hvo) := ®(hvo) := ®(h), h € H, wohldefiniert.

Wir kénnen nun einfache Eigenschaften (Morlet-)integrierter Wavelets zeigen.

Lemma 4.16 Sei (U/); integriertes Wavelet zu einem Wavelet 1» € L*(R™). Bezeichne
® := |Wi|2 o p fiir festes j € J.

(i) Es gilt |\/I/\J| ist stetig. Weiter gilt ® € L'(H).

(i) Sei o € LYR™)N L*(R™). Fiir Einparametergruppen H ist |\/I/\J|2 auf V' differenzier-
bar mit %|\Ilf|2 op € LY H). Allerdings gilt nicht notwendig stetige Differenzierbar-
keut.

BewEIS (i) Es gilt @ is/t\nach (4.8) ein Faltungsprodukt bzgl. der Gruppe H und damit
stetig. Damit ist auch |W7] stetig.
Dasselbe gilt mit ¢ := Wi o p fiir ein Morlet-integriertes Wavelet (W/);.
Die Integrierbarkeit |\/I/\J|2 op € L'(H) folgt aus Proposition 4.4.
(ii) Fiir integrierbares ¢ ist die Funktion ¢ stetig. Sei ¢ eine Stammfunktion von ¢ und
H = R. Es gilt:

;%ww=j%[;¢@+@mn1%@ﬁw+wﬂwwﬁw+%»

= p(w+ ajn) = plw + ).
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Damit folgt die Differenzierbarkeit fiir jede Einparametergruppe H, insbesondere die Di-
latation /' = R% und Rotation SO(2). O

Bemerkung 4.17 Die Stetigkeit der Fourier-Transformierten eines integrierten Wavelets
sieht man in Abbildung 4.1 zu Beispiel 4.12. Das zugrunde liegende Wavelet ist im Fourier-
Raum eine charakteristische Funktion.

Der Motivation von Korollar 3.52 folgend, kann Abbildung [ aus (4.7) auch zur Kon-
struktion von Wavelets benutzt werden. Da integrierte Wavelets insbesondere zuléssig
sind, kann man das Verfahren iterieren. Die Differenzierbarkeitsordnung nimmt mit der
Zahl der Faltungen zu. So lassen sich im Fourier-Raum beliebig glatte, gut lokalisierte
Wavelets konstruieren. O

Betrachtet man die Fourier-Transformierte beziiglich H, so folgt aus (4.8) fiir ¢ € L'(H):
FHo(h)y = FHp(h) o FH <AH)'<H_1> (h),  hell. (4.9)

Fiir die im folgenden betrachteten abelschen Gruppen H = R und H = SO(2) ist die
Komposition als Multiplikation komplexer Zahlen erklart.

Fiir nicht kompakte Gruppen H kann nicht erwartet werden, dass es einen beschrankten
inversen Faltungsoperator zu yy-1 gibt. Jedoch kann die Frage nach Injektivitdt der
J

Abbildung untersucht werden.

Zur Veranschaulichung der Zusammenhénge und Bezeichnungen ein Diagramm:

Wir untersuchen die Frage nach Injektivitdt nun abhéngig von der zugrunde liegenden
Dilatationsgruppe H.

4.2.1 Reelle Dilatation

Sei H die Euklidische Gruppe mit Dilatation und das Wavelet ¥ in Polarkoordinaten
separabel. Wir betrachten den Anteil zur Dilatation, das Wavelet sei dabei isotrop. Die
Fourier-Transformation {iber (R%,-), auch als Mellin-Transformation bekannt, kann
durch die Fourier-Transformation iiber (R, +4) ausgedriickt werden. Wir nutzen dazu die
Gruppenisomorphie zwischen (R7%,-) und (R, +), die durch die Exponentialabbildung ge-
geben ist. Bs gilt F&% o exp = exp oF.
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Proposition 4.18 Fir die Fourier- Transformation F&+ von f € LR, %‘*’) gilt

FEY (&) = F(f o exp)(In(w)), Yw € @S_

Damit konnen wir die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion y(q, q;,,] auf
R beziiglich I bestimmen.
Proposition 4.19 Es gilt:
. _— In(w)In(b .
FR"')'([a,b](@) _ (27T)—1/2 ln(b/a)e—zln(w) ln(ab)/QSinC (M) \ w e R’_‘l_ (4‘10)
T

Diese Funktion hat einfache, diskrete Nullstellen bei w = e%, ke Z\{0}.

BewEis Auf R gilt Xj_r - = (2m)"2sinc(w), wobei sinc(w) := % die Sinus-Kardinalis
Funktion ist. Daraus folgt fur [a,b] C R:

. b N
Xap(w) = (2m) Y2 — a)em ) 2gine (%) ) we R (4.11)

Die Funktion x[, auf R wird mit der Funktion Xfnany auf R identifiziert. Deren
Fourier-Transformierte iiber R lautet nach (4.11)

. N .
.7:X[1na71nb](w) = (2%)_1/2 ln(b/a)e_ZWIH(“b)/zsinc (W) ; we R

Substitution w = e¥ ergibt (4.10). Die Nullstellen lassen sich iiber die Nullstellen des
Sinus ablesen. O
Offensichtlich gibt es keine beschrankte Inverse fiir den Faltungsoperator [ auf L'(R%).
Fiir stetige Funktionen ¢ ist der Operator I aber invertierbar, indem im Fourier-Raum
punktweise mit dem Inversen von fRiX[a]7a]+l] multipliziert und an den Nullstellen stetig
fortgesetzt wird:

Lemma 4.20 Sei eine Diskretisierung der Skala (H;); durch eine Folge (a;);cz gegeben
und (W7); integriertes Wavelet zu einem isotropen Wavelet 1 € L*(R™).

(i) Fiir festes j € J ist die Abbildung b — W’ injektiv.

(ii) Seien j,k € Z. Die Mellin-Transformierten von |\/I/\J|2 und |\/I/\’“|2 haben genau dann
dieselben Nullstellen, falls die Intervalle durch Dilatation auseinander hervorgehen, d. h.
ein ¢ > 0 existiert, so dass c[aj, aj41] = [ak, @rt1].

Insbesondere werden zwet Wavelets 1y und 9 genau dann auf die gleiche Familie inte-
grierter Wavelets (07); abgebildet,wenn ein j' existiert, so dass a; = a;y; fir alle j € J
und weiter Dy by = 1Py fiir ein j € J.
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BEWEIS (i) Da @ ein Wavelet ist, gilt |;/A)|2 € L'(Rx, d?“’) als Funktion auf R}. Damit
ist die Mellin-Transformierte von ¢ := |;/A)|2 o p stetig. Bezeichne d = [(c,o) Es gilt dann
punktweise

FRO(@0) = FHG(@) - FHHpm ,mn(@), Vo e Ry

j+1095

Da die Nullstellen isoliert liegen, lasst sich diese Multiplikation punktweise invertieren

durch

* * * -1 2k
Fp(@) = Fo@) - (Fm @) . Yo e R\ {F, kez)\ {03},

g+

wobei an den isolierten Nullstellen von fRiX[a—l .~ eindeutig stetig fortgesetzt werden

g+

kann. Insbesondere ist ¢ —+ W/ injektiv.

(ii) Dilatation geht unter Mellin-Transformation in Modulation iiber. Damit folgt die
Aussage iiber die Lage der Nullstellen aus der analogen Eigenschaft fiir die Fourier-
Transformation auf R. O

Das Lemma gilt analog fiir die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation.

4.2.2 Rotation

Wir untersuchen nun die Richtungsselektivitat integrierter Wavelets. Dazu betrachten
wir in Polarkoordinaten separable Wavelets, wie in Abschnitt 3.2.2 eingefiihrt. Sei also

H = R% x SO(2) und (K;)i=o,.... eine Diskretisierung von SO(2) mit K; := [k, kiy1]. Wir
identifizieren im folgenden L?*(SO(2)) mit L*([—m,7]).
Sei ;/A)(w) = u(|w])n(arg(w)) mit w € H/@, wie in Abschnitt 3.2.2. Dann ist @(w) =
1 ([l m(arg (), wobei
=)
ke

Bezeichne $(z) := |my(2)|?, @ € SO(2). Sei [ : L'(SO(2)) — L'(S0(2)),

2

Ron(arg(w))| dp.

(o)

@) = be)i= [ Roglaydp. 2 € 50(),

Damit ist der Rotationsanteil isoliert und kann unabhangig von der Dilatation untersucht
werden.
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Lemma 4.21 Se: 0 <[ < L.

(i) Die Abbildung [ ist injektiv genau dann, wenn fir die Linge des Bogens K; C SO(2)
gilt: K; /2w ist irrational.

(i1) Sei | fest. Ist K;/2m rational, so ist das Urbild ¢ von @, unter I nur modulo der

9% pestimmt, wobei K; = 221 mit teilerfremden p,q € N. D.h. der

Frequenzen e p

Kern der Abbildung [ ist der Raum
{fe ' ([-m,7]); f(k) =0 fir alle k mod ¢ # 0}.

Insbesondere gilt: Ist die Diskretisierung der Rotation durch die zyklische Unter-
gruppe Ly, gegeben, d. h. ky =2wl/L, 0 <1 < L, dann ist das Urbild ¢ von ®; unter
7 —i9Z

I nur modulo der Frequenzen e bestimmt.

(iii) Ist K;/2m rational fir alle | € L, so ist das der Familie (Ci)l)l zugrunde liegende o
nur modulo der Menge von Frequenzen

F = ﬂ {e_iqlz; K, = Plor mit tedlerfremden py, q; € N} (4.12)
0<i<L &

bestimmt. D.h. der Kern der Abbildung ¢ w— (®;); ist der Raum
{ret(=mm);: (f@),es C F}.

BEwWEIS Wir betrachten wieder die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funk-
tion, diesmal tiber SO(2). Fiir 0 < a < b < 27 und k € Z gilt

. k(b —
FOO (k) = (2m)7 (b — a)e™ M sine (L = “>> .

(i) und (ii): Die Nullstellen von x[, liegen also bei k& € Z mit k(b — a)/2m € Z. Es
ist S/O(\Z) = Z diskret. D.h. die Abbildung [ ist injektiv, genau dann, wenn yg, keine
Nullstellen besitzt, also genau dann, wenn K irrationale Lange hat.

(iii) Die Aussage folgt elementar als Schnitt der Kerne der Komponentenabbildungen in
(ii). O
Bemerkung 4.22 Sei L € N. Die Menge {f € L*([—m,7]); f(k) = 0 fiir alle k mod L #
0} enthélt genau jene Funktionen, welche 27/ L-periodisch sind und damit auf den Inter-
vallen [27l,2nl + 27 /L], 0 <[ < L, € N das gleiche Ma haben. Insbesondere hat eine
Funktion, deren Fourier-Transformierte nur aus Frequenzen in der Menge F' aus Formel
(4.12) besteht auf allen Intervallen K; das gleiche MaB. Es geht also bei der Konstruk-
tion des integrierten Wavelets nur jene Struktur des Wavelets verloren, welche man bei
Diskretisierung auch zu verlieren erwartet. O
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4.3 Zur Charakterisierung fester Familien integrier-
ter Wavelets

Wir haben in Abschnitt 4.1.2 gesehen, dass integrierte Wavelets feste Familien von Fal-
tungsoperatoren erzeugen. Kénnen durch diese Konstruktion alle festen Wavelet-Familien
erzeugt werden? Wir werden sehen, dass dies nicht der Fall ist. Unter welchen Vorausset-
zungen an das Wavelet gilt die Umkehrung, d. h. wann ist eine feste Wavelet-Familie von
Faltungsoperatoren durch ein integriertes Wavelet erzeugt? Kann die Menge der durch
integrierte Wavelets erzeugten festen Familien von Faltungsoperatoren vielleicht cha-
rakterisiert werden? Fiir bandbeschrinktes Wavelet erzeugen integrierte Wavelets feste
Wavelet-Frames, wie wir in Satz 4.9 bzw. Korollar 3.52 gezeigt haben. Unter welchen
Voraussetzungen an das Wavelet gilt hier die Umkehrung?

Als Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren (U7); wird, analog zum Begriff des
Wavelet-Frame, eine Familie von Faltungsoperatoren bezeichnet, die als Orbit w00 ; h € A
der Operation 7y einer diskreten Untergruppe A von H auf einem Wavelet ¥ erzeugt wird.

Definition 4.23 Sei A eine diskrete kokompakte Untergruppe von H und F ein Funda-
mentalbereich zu H/A. Weiter sei H, := Fa, a € A.

FFa:={¢ € Hy; (ma))aca ist feste Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren}
IWg :={V € Hy; (m,V)aca ist integriertes Wavelet zur Diskretisierung (Hy)aea}

In diesem Abschnitt wird wieder H abelsch angenommen.
Es gilt IWp C FFy4, da nach Satz 4.7 integrierte Wavelets (W7); feste Wavelet-Familien
von Faltungsoperatoren sind.
Zur Umkehrung: Gegeben die Bedingung fiir eine feste Wavelet-Familie von Faltungsope-
ratoren (W*),e4 zur diskreten Untergruppe A von H mit einem Wavelet ¥ € Hy und
e =7,

Y| =1,  VweV,

a€A

folgt daraus, dass (U?),ca ein integriertes Wavelet zu einem Wavelet ¢ und einem Fun-
damentalbereich F' von H/A ist?

Aus Lemma 4.16 folgt IWr C FFy, da [/I/V\F C C(H), aber im Fourier-Raum nicht-stetige
Wavelets feste Frames erzeugen kénnen, so z. B. jede messbare charakteristische Funktion
eines Fundamentalbereiches zu H/A. Allerdings ist so ein Wavelet nicht integrierbar und
aufgrund der daraus folgenden schlechten Lokalisierung nicht besonders attraktiv.

Es bleibt die Frage, wie grofl die Menge Wy ist. Die in Lemma 4.16 festgehaltenen
Eigenschaften sind notwendig. Ziel dieses Abschnittes sind hinreichende Bedingungen an
eine feste Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren aus FF4, die garantieren, dass er durch
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ein integriertes Wavelet erzeugt ist. Mit Formel (4.9) lasst sich die Frage umformen zu:

Ist die durch
n A ~ -1 ~ ~
g(h) = FHo(h) - (foHj_l(hD . hell (4.13)

definierte Funktion ¢ die Fourier-Transformierte eines Wavelets beziiglich H, gibt es also
ein ¢ € LY(H) mit g = F7? Das heifit, liegt g in A([:[), hat also eine absolut integrier-
bare Fourier-Transformierte? Die Frage nach einer konstruktiven Charakterisierung des
Raumes A((G') zu einer lokalkompakten Gruppe G ist leider ein offenes Problem der Har-
monischen Analyse. Deshalb kénnen wir bei diesem Beweisansatz nur auf hinreichende,
aber nicht unbedingt notwendige Kriterien hoffen.

Wir untersuchen wieder die Falle H = R} und H = SO(2) genauer und zeigen Verallge-
meinerungen auf.

4.3.1 Reelle Dilatation

Fiir eine durch die Folge a; :=a’, j € Z, a > 1 gegebene Partition von H = R? folgt fiir
die Fourier-Transformierte der charakteristischen Funktion nach Proposition 4.19

fH)‘([aJ,aJ‘l'l](u‘J) — (27‘[‘)_1/2(1H a)g—iln(d;)((?j-l—l)lna)/zsinc (hlc;ln a) ‘

s

Diese Funktion hat einfache, diskrete Nullstellen bei & = ema, k € Z \ {0}. Damit die
Funktion ¢ aus (4.13) in A(ﬁ[) liegt, muss sie insbesondere stetig sein. Das bedeutet,
das Wavelet ¥ muss im Fourier-Raum durch die punktweise Inverse der sinc-Funktion
auf R teilbar sein, also an den Nullstellen der sinc-Funktion selbst Nullstellen besitzen.
Dies folgt in der Tat bereits aus der Frame-Bedingung. Dieser Zusammenhang wird nun
gezeigt. Dazu folgender Satz aus [BS99] iiber die additive Gruppe (R, +).

Sei ¢ € C(R) und beschrankt. Weiter gelte Enez“?(t - n)‘ < oo gleichméfig fiir alle
t € [0,1]. Dann folgen ¢ € L'(R)N Co(R), absolute Konvergenz der Reihe fiir alle ¢ € R,
gleichméBige Konvergenz auf beliebigen Kompakta, sup,cp >, o7 [0(t — n)| < oo und

limp—se0 Z|t—n|>R lp(t —n)| = 0.

Satz 4.24 [BS99] Sei a > 0. Sei ¢ € CB(R) und Y., 5| o(x — an)| < oo gleichmipig fiir

x € [0,a]. Dann sind dquivalent:

(i) Zc,o(:z;—an)zl, Ve e R.

neZ
. . . T anm Qux
(ii) Fir stetiges f gilt (}1_}1(210 %f <T> © (— — an) = f(x) Vo e R.
ne

(2m)~2 p =0,

(iii) ¢(27n/a) = {0 n e Z\ {0}.
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Fine solche Funktion ¢ heifit approximierende Eins.

Sei weiter

ma( supZ|x—k| ‘c,o r—k ‘ (4.14)

rz€R reZ

Ist m, () endlich fir ein o > 0, so hat ¢ stetige Ableitungen bis zur Ordnung 7 € N
mit 7 < «a. Fine ausreichende Bedingung hierfir ist ‘c,o(:z;)‘ = O(|x|)~*" fiir « — oo mit
v>1.

Motivation fiir die Autoren des Satzes ist die Approximation in Aussage (ii). Diese wird
fiir unsere Betrachtung nicht verwendet.

BEWEIS Wir zeigen nur die fiir uns interessante Aquivalenz zwischen (i) und (iii). Die
Funktion = — Enez‘cp(x — an)‘ kann als periodische Funktion aus L?*([0, a]) aufgefasst
werden. Dann gilt mit der Poisson-Summationsformel (vgl. Anhang)

Z el —an) = (2@1/2 Z @(Zﬂ_n/a)ezgrxn/a

nEZ neZ

Aus (i) folgt fiir die rechte Seite, dass alle Fourier-Koeffizienten bis auf ¢(0) verschwinden.
Umgekehrt folgt aus (iii), dass sich die Summe auf der rechten Seite auf einen Summanden
reduziert, die linke Seite also konstant ist. O

Der Satz lasst sich von R auf lokalkompakte abelsche Gruppen ' verallgemeinern. Grund-
lage ist eine entsprechend allgemeine Poisson Summationsformel, wie sie bei G. B. Folland
zu finden ist:

Satz 4.25 [Fol95, Theorem 4.42] Sei H abgeschlossene Untergruppe der lokalkompakten
abelschen Gruppe G. Fir f € LY(G) definiere F € L*(G/H) durch F(zH) fH zy)dy.

Weiter seien y,(x) = (x,w) die Charaktere von (i. Bezeichne HY := {w € G, Xwl(t) =
1 fiir alle x € H} den Annulator von H.

Dann gilt F' = f|HL, wobei (G/H) mit HY identifiziert wird. Ist weiter f|HJ_ e L' (H*),
dann gilt, mit geeignet normierten Haar-Mafien auf H und H*, dass

[ sy = [ oo (4.15)

Die klassische Poisson-Summationsformel folgt mit G = R, H = Z. In diesem Fall ist
H* =7 C Rund y,(z) = ™,
Es folgt:

Satz 4.26 Seien G und H wie in Satz 4.25. H sei diskret und kokompakt.
Sei p € CB(G) und EheH‘cp(gh)‘ < oo gleichmiéfig fiir g € G. Dann sind dquivalent:

(i) > elgh) =1, Vg€ G.

heHd
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cen gt 1 iL:X ECA?,
(i) gy =9 5 _ 72
0 he H-CG, h# xi,}-

BEWEIS Die verallgemeinerte Poisson-Summationsformel (4.15) fithrt auf

N elgh) = Y slhnile), g€

heH hemt

(i)=(ii) folgt analog zu Satz 4.24 aus den Orthogonalitdtsrelationen, da GG/H kompakt
und abelsch ist.

(ii)=(i) folgt sofort. O
Ubertragen auf die Gruppe G := (R%, %) und Mellin-Transformation FEY ergibt sich

Korollar 4.27 Sei a > 1. Sei ¢ € CB(RY) und Y, ;|p(a"2)| < oo gleichmipig fiir
x € [1,a]. Dann sind dquivalent:

(i) D nezpla™x) =1 fir alle x € R

(27r)_1/2 o 0
* 2mn (& n =

1 fR‘F Ina = ’
(ii) Frplem=) {o nez\ {0}

BEWEIS In Satz 4.26 wird keine explizite Normierung angegeben. Fiir die direkte Rech-
nung nutzen wir den Zusammenhang zwischen R und R, der durch die Exponentialfunk-
tion gegeben ist. Sei ¥ = o o exp eine Funktion auf R. Dann lasst sich die Formel auf R
schreiben als } _, WU(nln(a) 4+ z) = 1, Yo € R. Aus Satz 4.24 folgt, dass ﬁl(%) = 0 fir
k € Z\ {0}. Daraus folgt Aussage (ii) fiir ¢. 0
Damit sind nun die Nullstellen in H/%\j_ einer festen Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren
bekannt.

Satz 4.28 Sei a > 1. Sei U € L*R™) N LY(R™) ein isotropes Wavelet und {0’ :=
DV, j € Z} eine feste Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren fir L*(R™).

(i) Die Mellin-Transformierte von d .= |\/I/\J|2 op hat Nullstellen an den Stellen h = etia
fiir alle n € Z\ {0} und j € Z.

(ii) Fir differenzierbares FRLD st }'Ri(i)f(ﬂ) <fRiX[a—1 a—l](ib)>

- g+
*
auf R7.

1
fiir alle 3 € Z stetig

BEWEIS Zu zeigen ist, dass ® := |\i/|2 o p die Voraussetzungen von Korollar 4.27 erfiillt.
Da U € LY(R™), ist ¥ und damit auch |¥|? stetig und beschrankt.

(i) ® ist nach Voraussetzung stetig und beschrinkt auf R%. Aus der Frame-Bedingung
folgt Enez‘d)(a”h)‘ =D ez ®(a"h) =1, Yh € R*. Damit sind die Voraussetzungen von
Korollar 4.27 sowie 4.27(i) erfiillt. Es folgt die Behauptung.
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(ii) Die Nullstellen der sinc-Funktion auf R sind einfach, also auch die Ordnung der Pol-
stellen ihrer Inversen. Da die Exponentialfunktion ein Diffeomorphismus ist, iibertragt
sich dies auf die Polstellen von (fRi)'([a—l —1](h)>_1. Weiter ist die sinc-Funktion auf R

j+1095

beliebig oft differenzierbar.
® hat nach Proposition 4.19 Nullstellen bei den Nullstellen von y. Ist F*+® differenzier-
bar, so folgt mit der Regel von 1’'Hospital, dass an den Stellen h = efnLZ, n € Z\ {0}
gilt: ‘
R
lim R*}" +O(w)
wah F +X[a]+117afl](w)

Damit ist die Stetigkeit gezeigt. O

= (FE) (b

Stetigkeit ist eine notwendige Voraussetzung dafiir, dass

in A(]lif_) liegt, welche nach letztem Satz im wesentlichen aus der Frame-Bedingung folgt.

Es bleibt aber noch ein hinreichendes Kriterium dafiir zu zeigen, dass ¢ in A(]lif_) liegt,
also die Fourier-Transformierte eines Wavelets ¢ ist.

Wir betrachten zuerst eine lokale Eigenschaft. Eine Funktion f ist lokal in A(G) fiir ein
lokalkompakte topologische Gruppe G, falls fiir alle ¢ € & eine offene Umgebung O, und
eine Funktion h, € A(() existieren, so dass f = h, auf O,.

Es gilt nach [Kah70], dass eine Funktion f lokal in A(T) ist, genau dann, wenn sie lokal
in A(R) ist. Dies ist hilfreich, da fiir f € A(T) viele lokale Kriterien bekannt sind. Fiir
kompakte abelsche Gruppen G folgt mit dem Satz von Heine-Borel und einer Partition
der Eins: Ist f lokal in A(G), dann gilt f € A(G). Dagegen ist die Menge der Funktionen
Al¢(R), die lokal in A(R) sind, echt gréBer als A(R). Ein triviales Beispiel ist f = 1.
Wir zeigen, unter welchen Voraussetzungen g € Aloc(]ﬁi) erreicht werden kann. In einem
zweiten Schritt verschérfen wir diese, um g € A(R%) zu erzwingen.

Ein lokales Kriterium

Proposition 4.29 (Bernstein) [Kat76] Ist f € Lip®(T) fir ein o > 1/2, dann folgt
fe A(T).

Es folgt also insbesondere f € A*(R), falls f differenzierbar ist.

Satz 4.30 Seia > 0. Sei ® € CP(R) und Enez‘q)(x—an)‘ < 0o sowie Y ., ®lx—an) =
1 gleichmafig fir x € [0, a].

Weiter sei 2*®(x) € L*(R).

Definiere




Dann qilt: g € AIOC(R).

BEWEIS Aus der gleichméBigen Beschranktheit der Summe folgt ® € L'(R). Sei o. E.
a =1, also

ﬁ(w)w
ZSin(%)'

g(w) = C(w) (1.16)

Die in C(w) zusammengefasste Modulation aus (4.11) ist beliebig differenzierbar und dem
Betrag nach konstant 1. Wir zeigen, dass ¢ differenzierbar ist. Mit Proposition 4.29 folgt
dann die Behauptung.

Falls fir Si((“;)) Differenzierbarkeit gilt, folgt das auch fiir g. Ist ) differenzierbar, sind nur
noch die Nullstellen des Sinus zu priifen. Es gilt:

6(@) cos (%)

)

d 6(@) _ @’(w)sin(%) —

@sin(%) B sin2<

S b=

|

® hat unter den gegebenen Voraussetzungen nach Satz 4.24 Nullstellen an den Nullstellen
von sin(%). Eine Taylor-Entwicklung von @ in einer Nullstelle 27n, n € Z \ {0} ergibt

o~

i@(gﬁn +w) Q' (2mn 4 w) <sin<%> —w cos(%)) — WP (2mn + w) cos(¥) + o(w?)

dw sin(%) N sin2<%>

Mit w — 0 geht der Wert gegen @”(2#71). Die zweifache Differenzierbarkeit von & folgt
nach Lemma A.1(ii) aus ® € L'(R) und 2?®(z) € L'(R). Daraus folgt die Existenz des

Differenzenquotienten in 27n. a

Korollar 4.31 Sei & € CP(R?%) und sei a > 1.
Seien Enez‘d)(a”x)‘ < oo und Enezd)(a”x) = 1 gleichmdfig fir v € [1,a]. Weiter sei
In*(2)®(x) € L'(R7, d%) Dann gilt fiir

: FRIO()
g\W) = >
) FoXa(@)

dass g € Aloc(]ﬁi).

BEWEIS Der Beweis folgt, analog 4.27, {iber den durch die Exponentialfunktion gegebenen
Zusammenhang zwischen R und R aus Satz 4.30. O
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Ein globales Kriterium

Proposition 4.32 Sei [ aus dem Sobolev-Raum H'(R), d. h. f € L*(R) ist differenzier-
bar und f' € L*(R). Dann folgt f € A(R).

BEWEIS Der Beweis ist von der analogen Situation auf dem Torus, vgl. [Kat76], auf R
iibertragen. Sei K > 0. Es gilt mit zweifacher Anwendung der Cauchy-Schwarz Unglei-

chung
1= [ e+ |
|w|>K

K 12
< (2[()1/2 (/_I |f(w)|2dw> + wa Hz </| ISK

< Cill fllz + 1712C5 = Crllfll2 + 1F]1:Cf < oo

wf(w)é dw

1

, 1/2
dw)
w

Satz 4.33 Seia > 0. Sei ® € CP(R) und Enez‘q)(x )‘ < 00 sowie Y, ., P(r—an) =
1 gleichmafig fir x € [0, a].
Weiter sei 22°®(x) € LY(R). ® sei differenzierbar mit ® € L*(R)N L*(R) und 2*®'(x) €
L*(R)N L*(R). Definiere

g(w) = o)
Xpoa)(w)

Dann gilt g € A(R)

BEWEIS Wie oben folgt aus den Voraussetzungen ® € L'(R). Sei o. E. a = 1. Wir zeigen,
dass ¢ die Voraussetzungen der Proposition 4.32 erfiillt. Die Differenzierbarkeit von ¢
folgt nach Satz 4.30. Es bleibt g € L*(R) und ¢’ € L*(R) zu zeigen. Mit ® € L'(R) und
¢’ € LY(R) folgt aus Lemma A.1

g(w) = Clw)——5-
sin(%)

Der Faktor C'(w) ist wie oben beliebig differenzierbar und von Betrag 1.

1) Zu zeigen: g € L*(R). Sei e > 0 und Dy := Ureznz\ 03[k — €, & + €] eine Umgebung der
kritischen Nullstellen des Sinus. In w = 0 gibt es in der Darstellung aus (4.16) aufgrund
des Faktors w im Zahler keine Probleme.

Auflerhalb der
P € L*(R),d.h. &' € L*(R), wie Vorausgesetzt.

w)Pdw < HCI)’HQ sin(e)™! < oo, falls
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Da &(27mn) = 6’(2#71) =0, n € Z\ {0}, kann die Umgebung Dy der Nullstellen 27n mit
Hilfe des Mittelwertsatzes abgeschétzt werden durch

lg(2mn + w)| = '(2mn —I—‘w)w— ¢/ (2mn) < ||’
Sll’l<§>

wobei € € [2mn, 270 + w).

Die resultierende Forderung (Ci)\’)’ € L*(R)ist nach Lemma A.1(iv) erfiillt, falls &’ € L'(R)
und z®'(x) € LY(R)N L*(R).

2) Zu zeigen: ¢ € L*(R). Der Beweis verlduft analog zu 1), nur eine Differenzierbar-

keitsordnung hoher. Notwendig ist dann (Ci)\’)” € L*R), was durch ® € L'(R) und
22®'(z) € LY(R)N L*(R) sichergestellt ist. 0

Korollar 4.34 Sei & € CP(R?%) und sei a > 1.
Seien Enez‘q)(a”x)‘ < o0 sowie Y -, ®(a"x) =1 gleichmifig fir x € [1,a]. Weiter sei
In?(2)®(x) € LHRE, ) und In*(z)®'(z) € LY(R%, %),
Dann gilt fir
: FRID (L) R
9gWw) = w € Ry,
( ) fR"’X[l,a](w) +
dass g € A(]lii) Das heifit, es gibt ein p € L'(R%) mit g = FEhop,

BEWEIS Der Beweis folgt, analog 4.27, {iber den durch die Exponentialfunktion gegebenen
Zusammenhang zwischen R und R aus Satz 4.33. O

Nun kann die in diesem Abschnitt angestrebte Aussage iiber feste Wavelet-Familien von
Faltungsoperatoren formuliert werden.

Satz 4.35 Sei a > 1. Sei U € L*R™) N LY(R™) ein isotropes Wavelet und {¥’ :=
Dy, j € Z} eine feste Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren fir L*(R™). Es sei
FEH(|W]? 0 p)/F3 X1 .0 von positivem Typ. Weiter seien

In® foo| [ ¥]*(w)

[l

e L'(R™) (4.17)

und

In® || (w) ¥’ (w)

[l

€ L'(R™). (4.18)

Dann gibt es ein Wavelet 1 € L*(R™), so dass (W7); integriertes Wavelet zu ¢ und der
Diskretisierung a; = a’ von R7 st
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BEWEIS 1) Das in Korollar 4.34 definierte ¢ liefert eine gesuchte Funktion 1 durch
|0]* := ¢~ (). Es sind also die Voraussetzungen von Korollar 4.34 zu zeigen.

Sei j € J fest. Bezeichne ® := |\/II\J|2 o p.

Analog zu Satz 4.33 sind aufgrund der festen Wavelet-Familie die Bedingungen P ¢
CB(R%), ® € LY(R%, ) und Enez‘q)(a”x)‘ < oo sowie y ., ®(a"r) =1 erfiillt.

Es gilt In®(2)®(z) € L'(R7, %) aufgrund Forderung (4.17).

Ebenso gilt In?(z)®'(z) € LYR7, %) aufgrund Forderung (4.18).

2) Fiir obiges v ist bisher nur die Zuldssigkeit gezeigt. Zusétzlich muss ¢ € L*(R™) gelten.
Das ist gleichbedeutend zu |¢)(w)? o p € L'(R), also wlip(w)|* o p € L'(RZ, %‘”) Dazu ist
g € A(R%) mit dem g aus obigem Korollar zu zeigen. Dies entspricht einer um eine
Ordnung hoheren Differenzierbarkeit von ¢ in Satz 4.33 und fithrt mit analoger Rechnung
auf die Bedingungen (4.17) und (4.18). O

Welche Funktionen erfiillen die Bedingungen des Satzes? Das folgende Korollar zeigt, dass
dies fast alle interessanten — also im Zeitbereich lokalisierten — Wavelets umfasst.

Korollar 4.36 Seia > 1. Sei U € L*(R™) N LYR™) ein isotropes Wavelet und {¥7 :=
DV, j € Z} eine feste Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren fiir L*(R™). Fir das
Wavelet gelte

' e LY(R™) (4.19)
sowte fir ein C' >0 und ein ¢ > 0
[W(w)| < Cllw][V/?, weRm (4.20)

fiir alle ||w|| < 1.

Dann ist (V) integriertes Wavelet zu einem Wavelet b € L*(R™) und der Diskretisierung
a; = a’ von R7.

Bedingung (4.19) folgt mit Lemma A.1(iv) z. B. aus 2¥(z) € L*(R™) N LY(R™).
In*(Jw]) In’(|w]) [¥]> (w)

BEWEIS Fiir ||w|| > 1 gilt ] < oo und damit f”w”>1 o dw < .

Fiir [lw]] < 1 folgt "EDIEE < 10{|w])Clw]* < oo aus (4.20).

Damit gilt fHWHQAWCM < 00. Es folgt Formel (4.17).

Aus (4.19) folgt W(w)V¥'(w) € L*(R™) und analog zu oben Formel (4.18). O

Bedingung (4.19) ist nach Lemma 4.16 notwendig, damit eine feste Wavelet-Familie von
Faltungsoperatoren durch integrierte Wavelets erzeugt wird. Die Frage, ob die zusatzliche
Bedingung (4.20) fiir die Umkehrung auch notwendig ist, ist offen.

4.3.2 Rotation

Fiir Rotation ist die Situation einfacher, da SO(2) eine kompakte Gruppe ist und damit
L*(SO(2)) € L (SO(2)) gilt. Die Bezeichnungen seien analog zu Abschnitt 4.2.2 gewihlt.
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Wir formulieren Satz 4.26 fiir G = SO(2) und H = Zy. Es ist SO(2) = Z.
Korollar 4.37 Sei L € N und a := 2w /L. Sei p € C(SO(2)). Dann sind dquivalent:

(i) z_:c,o(x —an) =1, Vo € SO(2).

a k=0,
0 keZ\{0},

BEWEIS Sei k € Z. Es gilt

™ L-1 a
Plqk) = / p(a)e 2y = Z/ oz — an)e_zm(l’—a”)qkdx.
B n=0 "0

Kis

wobei a = 2#2—7 mit p und q teilerfremd.

(it) FHOPp(qk) = {

Aus (¢) und mit agk = 2mwpk folgt fiir k& # 0, dass ¢(gk) = faqk e~ 2™ dy = 0. Analog zeigt

man die Umkehrung. ’ O
Damit eine Funktion g mit g-\x, = P, existiert, muss &, Nullstellen bei den Nullstellen von
Xk, besitzen. Ist (n;); wie in Abschnitt 4.2.2 der Rotationsanteil einer in Polarkoordinaten
separablen festen Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren, dann gilt

L
NP =1, firalle 2 € SO(2).
=1

Insbesondere ist mit obigem Korollar und d = ‘771(:1;)‘2 die Forderung nach geeigneten
Nullstellen erfiillt.

Aus Lemma 4.21 folgt, dass g, falls es existiert, nur Modulo der Frequenzen ¢Z \ {0}
bestimmt ist. Wir setzen diese daher ohne Einschrankung auf 0. Damit ist

b, (k)
g(k) = d T B EaZAA0}, (4.21)
0 ke qZ,
wohldefiniert. Das Analogon zu Satz 4.35 fiir SO(2) lautet nun:
Satz 4.38 Sei U € L*(R?) ein Wavelet mit \i/(w) = p(jw|)n(arg(w)), w € H/@, wie in
Abschnitt 3.2.2 definiert. Sei {V;; == Dy RuV;j € Z,1 € L} eine zugehorige feste

Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren fiir L*(R?). Dann gilt mit obigen Bezeichnungen:

Ist ® differenzierbar mit ' € L*(S0(2)), so gibt es eine Funktion f € L*(SO(2)), mit
o, = / R, fdp.
K

BEWEIS Aus ® € L2(SO(2)) und @' € L2(SO(2)) folgt k®(k) € [*(Z). Damit ist auch ¢
aus Formel (4.21) in [*(Z). Es folgt g € L*(SO(2)) C L*(SO(2)). Dieses g ist die gesuchte
Funktion. Die Voraussetzung der festen Wavelet-Familie sichert die Lage der Nullstellen
von CI)(k) und damit die Wohldefiniertheit von ¢, wie oben beschrieben. O
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4.3.3 Feste integrierte Wavelet Frames

Fiir bandbeschrankte Wavelets lassen sich die Aussagen tiber feste Wavelet-Familien von
Faltungsoperatoren auf feste Wavelet-Frames iibertragen. Fiir einen festen Wavelet-Frame

{DuR,Typ; beZ™, 5 € Z,p € R} von Hy gilt fiir alle f € Hy:

SN S (Do R T = 111

JEZ pER HEL™

Ist ¥ bandbeschrankt, so folgt:

AP =SS (A Du BT =33 > (. Dums R, B[

JEZL pERbEL™ JEZL pER bEZ™
_ZZZ‘ aJRf¢7Eb ZZHDGJR f¢"2
JEZL pERbEL™ JEZ pER
= [l X Sl e e
JEZL pER

Bei der letzten Umformung wird die Dilatation D bei der Substitution zur L'-normieren

Dilatation D, analog zu (3.25). Da dies fiir alle f € Hy gilt, folgt

SN DR =

JEZ pER

fiir fast alle w € V. Dies ist nun aber die Bedingung fiir eine feste Wavelet-Familie von
Faltungsoperatoren, obige Satze lassen sich darauf anwenden.

4.4 Ausblick

Abschlielend mochte ich zwei Ansétze fiir Verallgemeinerungen vorstellen:

Partition der Dilatationsgruppe

Dies betrifft zum einen die Partition (H;); der Dilatationsgruppe H in Teilmengen. In
Definition 4.1 wurde vorausgesetzt, dass die Mengen H; disjunkt sind. Man kann statt
dessen auch eine allgemeinere Partition der Eins in nichtnegative Funktionen (F}); auf H
verwenden, fiir die gilt

0 [ () <o, Vied

(ii ZF =1, Vh e H.

JE€J
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Die abstrakten Aussagen tiber die integrierte Wavelet-Transformation lassen sich mit die-
ser Definition analog beweisen. Es gibt aber einen wesentlichen Nachteil fiir die prakti-
sche Anwendung, wie am Beispiel der Dilatation R deutlich wird: So wird die Familie
integrierter Wavelets (U7); zu einem Wavelet ¢ und einer Folge (a;);, wie in Beispiel
3.14 gezeigt, durch Auswerten einer Stammfunktion an den Endpunkten der Intervalle
[@;41,a;] generiert. Insbesondere ldsst sich bei einer Implementation integrierter Wavelets
im Computer die Diskretisierung, gegeben durch die Folge (a;);, jederzeit andern. Fiir
eine durch obige allgemeinere Partition gegebene Familie integrierter Wavelets dagegen
ware flir jedes integrierte Wavelet eine separate Integration durchzufiihren.

Verallgemeinerung auf andere Gruppen

Wir haben integrierte Wavelets fiir Wavelet-Transformationen {iber semidirekten Produk-
ten des R™ mit einer Dilatationsgruppe H < G'L(m,R) definiert. Dies war motiviert durch
die Fuklidische Gruppe mit Dilatation, die zu dieser Klasse von Wavelet-Transformationen
gehort und fiir die Anwendung in der Bildverarbeitung wesentlich ist, sowie durch fiir diese
Klasse bekannte Strukturaussagen. Betrachtet man die gefithrten Beweise, so zeigt sich,
dass die semidirekte Struktur fiir die grundlegenden Resultate keine wesentliche Rolle
spielt. Wichtig ist aber die Operation des R™ durch Translation. Dies erlaubt, integrierte
Wavelets auch fiir andere Gruppen zu formulieren.

Als Beispiel sei die Weyl-Heisenberg Gruppe R™ x R™ x T erwéhnt [HW89, LMR94,
Tor95, Teo98]. Sie operiert auf L?*(R™) durch Translation im Zeit- und Fourier-Bereich
sowie einen Faktor von Betrag 1. Die zugehorige Wavelet-Transformation wird Gabor-
Transformation genannt. Sie lasst sich schreiben als:

r= [ [ nEanEs @, (1.2)

Die Zulassigkeitsbedingung an ein Gabor-Wavelet ¢» € L*(R™) ist ¢ # 0. Formuliert man
(4.22) im Fourier-Raum, so ldsst sich die Zuldssigkeitsbedingung auch schreiben als

égﬂﬁwwﬁﬁzuwbzm¢¢u

Dieses Integral kann nun analog zu Definition 3.10 partitioniert werden, wodurch inte-
grierte Gabor-Wavelets und eine integrierte Gabor-Transformation definiert werden.
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Kapitel 5

Grundlagen zur Anwendung in der
digitalen Mammographie

Dieses Kapitel fithrt in die Problemstellung der computerunterstiitzten Befundung von
Mammographien ein und stellt fiir die folgenden Kapitel Grundlagen aus der Musterer-
kennung bereit. Das Ziel dieses zweiten Teils der Arbeit ist, Verfahren zu entwickeln, wel-
che frithe Anzeichen fiir Brustkrebs in digitalen Mammographien zuverlassig detektieren.
Im folgenden Kapitel 6 wird dazu ein Algorithmus zur Hervorhebung von Mikroverkal-
kungen entwickelt. Fiir diese Anwendung wird die in Kapitel 3 entwickelte integrierte
Wavelet-Transformation genutzt. Dartiber hinaus zeigt Kapitel 7 Anséatze zur Detektion
von Mikroverkalkungen mit Hilfe von Wavelets auf.

In Abschnitt 5.1 werden Grundlagen zur Mammographie sowie der Bildenstehung bei
Rontgenverfahren zusammengestellt. In Abschnitt 5.2 wird ein Modell fiir Mikrokalk ent-
wickelt. Dieses ist Grundlage fiir die Konstruktion eines Algorithmus zur Hervorhebung
von Mikroverkalkungen in Kapitel 6. Abschnitt 5.3 fithrt Begriffe der Mustererkennung
ein: Das Modell des angepassten Filters motiviert die Konstruktion von an Mikrokalk
angepassten Wavelets in Kapitel 6. In Abschnitt 5.3.3 wird der Begriffsapparat der Bayes-
Klassifikation vorgestellt. Er erklart die Bedeutung der Konstruktion von Merkmalen in
Kapitel 7 und dient auch als formaler Rahmen fiir die Betrachtungen zur Hervorhebung
von Mikrokalk. Abschnitt 5.4 stellt bekannte Grundlagen zur Rauschfilterung in Ortho-
normalbasen zusammen. Darauf aufbauend zeige ich eine Verallgemeinerung fiir Frames.
Dies bildet die Grundlage fiir die in Abschnitt 6.9.1 demonstrierte Rauschfilterung mit
Frames aus integrierten Wavelets.

5.1 Digitale Mammographie

Wir stellen kurz die fiir die weitere Betrachtung wesentlichen Fakten {iber die Bildent-
stehung bei der Mammographie sowie die Bedeutung von Mikrokalk zusammen und be-
schreiben daraus abgeleitete Problemstellungen.
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Medizinischer Hintergrund

Mikroverkalkungen sind ein frithes Warnzeichen fiir Brustkrebs und kénnen das alleinige
Anzeichen fiir ein Mammakarzinom sein [HK*96, HB99]. Je frither der Tumor erkannt
wird, um so grofer ist die Uberlebenschance der betroffenen Patientin. Deshalb hat die
Detektion von Mikroverkalkungen eine besonders hohe Bedeutung [HK*96].

Mikroverkalkungen sind Kalkablagerungen, die durch natiirliche Prozesse entstehen und
nicht zwangsldufig durch ein Karzinom hervorgerufen werden. Dem Mediziner stehen vier
Methoden zur Untersuchung der Brust zur Verfiigung. Das sind Tasten, Sonographie,
Mammographie und Kernspintomographie. Aber allein die Mammographie, also die Rént-
genaufnahme der Brust, bildet Mikroverkalkungen verldsslich ab [HK*96]. Abbildung 5.1

zeigt eine Mammographie.

Abbildung 5.1: Eine Mammographie. Abbildung c05¢ aus der Nijmegen-
Mammographie Bilddatenbank. Das fiir Mammgraphien tibliche Rontgenfilm-
Format ist 18x24 cm. Die Aufnahme hat eine Auflésung von 0,1 mm und zeigt
einen 1536x2048 Bildpunkte groflen Aussschnitt.

Diese Ablagerungen erscheinen in der Mammographie durch im Vergleich zur Umgebung
helle Punkte. Sie kénnen sehr klein und subtil sein und sind mit dem bloflem Auge nur
schwer zu erkennen. So werden heute in bis zu 30% der Falle vom befundenden Arzt ein-
deutige Zeichen eines Malignoms iibersehen [Bic96]. Die Detektion von Mikroverkalkungen
wird bei einer Screening-Untersuchung erschwert durch eine iiberwaltigende Mehrheit von
normalen Aufnahmen gesunder Patientinnen. Von 100.000 Untersuchungen sind deutlich

unter 200 Falle mit Brustkrebs [HB99).
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Aufbau der Brust

Die weibliche Brust besteht im wesentlichen aus Driisengewebe, Fett und Gefaflen. Das
Driisengewebe wird in der Mammographie durch helle, faserige Strukturen abgebildet.
Fett absorbiert fast keine Strahlung und wird deshalb weitgehend einheitlich dunkel ab-
gebildet. Geféfle bilden leicht zu erkennende, groflere Strukturen. Es gibt eine extrem grofie
Vielfalt an Varianten im Aufbau der Brust. Dies ergibt sich unter anderem durch den mit
zunehmendem Alter abnehmenden Anteil an Driisengewebe, der durch Fett ersetzt wird
[HIKT96]. Diese Variabilitat erschwert die automatische Auswertung erheblich.

Wie sehen Mikroverkalkungen aus?

Kalkablagerungen treten auf natiirliche Art in Gefédflen auf. Ebenso bilden sich manchmal
grofle Kalkablagerungen von mehreren Millimetern Durchmesser. Diese Verkalkungen gel-
ten als harmlos [HK*96]. Durch Analyse verschiedener Form und Lagemerkmale kann der
Mediziner zwischen unbedeutendem sowie von einem gutartigen (benign) oder bosartigen
(malign) Tumor stammendem Kalk unterscheiden.

Typ 1 Typ 11 Typ II1 Typ IV Typ V
u.-\" . o”. .._-,,'._'_-_, €.y 1"'-? I;
0 L & 27) .- Pl - | » “ F ;
’ TRy FAPRAE F
0 ™~ ot ot i 2 Lt/

Abbildung 5.2: Klassifikation von Mikrokalk. Klassifikation von Mikro-
kalk in fiinf Kategorien nach Le Gal, sortiert nach der Wahrscheinlichkeit fiir
einen bosartigen Tumor. Diese ist fiir Mikrokalk der Klasse I 0% und wachst

iiber 19%, 39%, 59% bis auf 96% in Klasse V2.

Als Mikrokalk bezeichnet man Kalkablagerungen mit einem Durchmesser von ca. 0.05
mm bis 1 mm [HKT96, HB99]. Dies entspricht auf einem mit 0,1mm Pixelgrofie digitali-
sierten Bild ca. 1-10 Bildpunkten. Tumoréser Mikrokalk tritt meist in Clustern von ca. 10
bis 100 Einzelverkalkungen auf. Als medizinisch relevant werden Cluster ab etwa 4 Ein-
zelverkalkungen pro cm? betrachtet [HK196, HB99]. Einzelne Mikroverkalkungen eines
Clusters kénnen in Form und Gréfle deutlich variieren. Abbildung 5.2 zeigt eine Klassifi-
kation verschiedener Mikrokalk-Formen. Von bosartigen Tumoren stammender Kalk ist in

’In [HB99] zitiert aus: M. Le Gal, J.-C. Durand, M. Laurent and D. Pellier, Conduite a tenir devant
une mammographie revelatrice de microcalcifications groupées sans tumeur palpable, La Nouvelle Presse
Medicale, vol. 5, 1973. Die Abbildung ist [HB99] entnommen.
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der Regel sehr klein, unregelméfig in Form und Gréfle und der durchschnittliche Abstand
zwischen Verkalkungen in einem Cluster liegt unter 1 mm.

Bildentstehung durch Radiographie

Bei der Radiographie wird der Patient mit Rontgenstrahlen aus einer Strahlenquelle
durchleuchtet. Fin Detektor misst die von dem Objekt absorbierte Dosis. Dies ist in
der Regel ein Rontgenfilm oder eine Speicherfolie. Der Detektor hélt Intensitdtsdaten
fest, diese sind proportional zur Dichte des Korpers. Absorption verhélt sich multiplikativ
d. h. doppelte Dichte bewirkt eine Halbierung der Intensitat [Ewe98]. Inzwischen gibt es
auch digitale Rontgendetektoren, welche die Strahlung direkt in elektrische Impulse um-
wandeln. Durch die Art der Strahlen wirken zahlreiche physikalische Phdnomene bei der
Bildentstehung mit, die, unter dem Begriff Rauschen zusammengefasst, das ideale Bild
verfalschen. Ebenso treten geometrische Verzerrungen auf.

Rauschen

Quellen fiir Rauschen sind [Ewe98]:

e Das Quantenrauschen der Strahlungsquelle. Dies ist ein klassischer Poisson-verteilter
Zerfallsprozess.

o Streustrahlung durch verschiedene Wechselwirkungen im Kérper.

e Unschérfe bei der Messung an Detektor durch die Struktur und Kérnung des Filmes
sowie unterschiedliche Empfindlichkeit in verschiedenen Intensitédtsbereichen.

o Flektrisches Rauschen des Mefiverstarkers.

Bei Digitalisierung einer Film-Rontgenaufnahme entsteht eine Verzerrung der Grauwert-
verteilung durch die Kennlinien (Modulationstransferfunktion) des Filmmaterials und der
Digitalisierungsvorrichtung (Scanner).

Der Informationsgehalt eines Bildpunktes der digitalisierten Mammographie ergibt sich
aus der Dosis der Strahlenquelle. Bei z. B. circa 2uGY Dosis und 70kV Spannung ist die
Strahlung etwa 70.000 Quanten/mm? [Ewe98]. Bei Bildpunkten mit 0, lmm Kantenlange
ergibt das ca. 700 Quanten je Pixel. Aus dieser Angabe kann leider nicht direkt auf den
bendtigten Grauwertumfang fiir das digitalisierte Bild geschlossen werden, da dazu auch
die variierende Empfindlichkeit des Filmes zu beachten ist.

Geometrie

Beim Abbildungsvorgang finden geometrische Verzerrungen statt. Der wesentlichste Effekt
ist dabei die Projektion des dreidimensionalen Kérpers in die Ebene [Ewe98]. Dies fiihrt
inshesondere dazu, dass sich verschiedene Objekte in der Aufnahme iiberlagern.
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Abbildung 5.3: Unschéarfe bei der Projektion. Der Durchmesser B der
Roéntgenquelle fithrt, abhangig von Objektabstand O und Detektorabstand D,
zu einer unscharfen Abbildung des Objektes.

Die Vergrolerung V := D/O ergibt sich als Verhdltnis von Objektabstand O zum De-
tektorabstand D. Der Wert betragt in der Praxis ca. 1,1 bis 1,4. Da die Strahlenquelle
nicht ideal punktférmig ist, muss der Brennfleckdurchmesser B beriicksichtigt werden.
Er betragt fiir Mammographie-Geréte etwa 0,36 bis 0,6 mm [Ewe98, HB99], der Brenn-
fleck hat also eine Fliche Br von ca. 0,01 bis 0,2 mm?2 Aus Brennfleck und Vergréferung
ergibt sich die Abbildungsunschérfe U := B(V — 1) [Ewe98]. Sie liegt bei obigen Daten
zwischen 0,001 mm und 0,08 mm. Bedenkt man, das Mikrokalk einen Durchmesser von
etwa 0,05 bis 1 mm hat, ist die Unschéarfe etwa zehn mal kleiner als das Objekt.

Erschwert wird die automatische Auswertung von Réntgenaufnahmen durch die fehlende
Normierung oder Protokollierung der Aufnahmeparameter. Verschiedene Réntgenappa-
rate und von Hand eingestellte variierende Dosis liefern Bilder wechselnder Qualitét.
Mammographien haben ein schlechtes Signal-Rauschverhéltnis. Dies liegt zum einen an
dem Kompromiss zwischen Dosisbelastung der Patientin und Bildqualitdt, zum anderen
an den komplexen Texturen mit sehr feinen Strukturen [Bic96]. Dariiber hinaus treten
durch den Brustaufbau enorme Kontrastunterschiede auf. Diese fehlende Normierung der
Bilddaten erschwert die Konstruktion eines automatischen Verfahrens zur Bildanalyse.

Problemstellung

Das Ziel ist, den Mediziner dabei zu unterstiitzen, Mikroverkalkungen in Mammographien
zu finden und einzuordnen. Dazu beschranken wir uns auf eine einzelne Aufnahme. Fiir
den Mediziner ist fiir die Beurteilung von Mikrokalk auch der Vergleich mit fritheren

Aufnahmen (Historie) sowie der Vergleich auf Asymmetrie zwischen linker und rechter
Brust wichtig [HK96]. Dies wird hier vernachlassigt.

Gegeben ist also ein digitales Bild, entstanden durch einen digitalen Réntgendetektor oder
Digitalisierung einer Film-Réntgenaufnahme.

Folgende Teilziele werden betrachtet:
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(i) Hervorheben von Mikrokalk. Dazu wird die Mammographie nachbearbeitet und
mikrokalkf{érmige Strukturen optisch hervorgehoben. Das erméglicht dem Mediziner,
diese sicherer zu detektieren. In Kapitel 6 wird die Hervorhebung von Mikrokalk
untersucht und neue Resultate vorgestellt.

(ii) Detektion von Mikrokalk. Es werden einzelne Verkalkungen oder auch ganze
Cluster lokalisiert und an den entsprechenden Stellen der Mammographie Markie-
rungen dargestellt. Das erlaubt dem Mediziner, sich auf die Einordnung der Verkal-
kungen zu konzentrieren. Wir untersuchen in Kapitel 7 Wavelet-basierte Merkmale

fiir die Detektion von Mikrokalk.

(iii) Klassifikation von Mikrokalk-Clustern. Ein Klassifikationsverfahren ordnet
detektierte Mikrokalk-Cluster in unbedeutend, malign oder benign ein. Damit wird
ein Befundungsvorschlag fiir den Mediziner generiert. Dies unterstiitzt den Medizi-
ner durch eine objektive, da automatisch und reproduzierbar erstellte, sogenannte
second opinion bei seiner Entscheidung. Dieses Problem wird in dieser Arbeit nicht

behandelt.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass durch die Vielfalt im Brustaufbau, die schlechte
Bildqualitédt einer Réntgenaufnahme sowie die extrem kleine und variantenreiche Form
des gesuchten Mikrokalks die Detektion von Mikrokalk zu den anspruchvollsten Aufgaben
der medizinischen Bildanalyse gehort [HB99].

Beurteilung der Qualitit eines Verfahrens

Die Giite eines diagnostischen Tests kann durch die Begriffe Sensitivitat und Spezifitat
beschrieben werden [Bic96]. Mit Sensitivitat wird der Anteil der richtig als positiv er-
kannten Falle an der Gesamtzahl der positiven Fille bezeichnet. Spezifitat ist der Anteil
der richtig als negativ erkannten Félle an der Gesamtzahl der negativen Fille. Die Werte
sind in der Regel voneinander abhingig: Je hoher die Sensitivitat eines Verfahrens, um so
mehr Félle, auch negative, werden als positiv markiert. Damit sinkt die Spezifitdt. Ab-
hilfe schafft die receiver operating characteristic (ROC) Kurve. Hierbei werden der
Anteil der richtig-positiven (Sensitivitat) und der falsch-positiven Falle (1—Spezifitat) fiir
unterschiedlich strengen Schwellwert gegeneinander angetragen. Die Flache unter der ent-
stehenden Kurve erlaubt, die Giite des Verfahrens zu beschreiben und verschiedene Verfah-
ren zu vergleichen. Dabei kann entweder die ROC-Kurve der Verfahren gemessen werden,
oder aber es wird die ROC-Kurve eines befundenen Arztes mit und ohne Unterstiitzung
durch das Verfahren verglichen. Es gibt Variationen dieses Vorgehens, abhéngig von der
Art der Bewertung. Ublicherweise werden Bilder als ganzes bewertet. Eine Aufnahme gilt
bereits als richtig-positiv erkannt, falls das Verfahren fiir ein Bild mit positivem Befund
irgendeine Detektion meldet. Andere Bewertungen beziehen Zahl und Ort der Detektio-
nen in die Beurteilung mit ein, bewerten damit auf der Ebene von Clustern oder Ein-
zelverkalkungen. Ein Kriterium fiir die Bewertung der Cluster-Detektion findet sich in
[Kar91]. Demnach zahlt als richtig-positiv, falls zwei oder mehr Punkte innerhalb eines

120



Mikrokalk-Clusters markiert sind und als falsch-positiv, falls zwei oder mehr Punkte in
einer mikrokalkfreien Region von 0,5 cm Durchmesser markiert werden.

Qualitat wird auch durch Reproduzierbarkeit bestimmt. Dazu gehort, dass alle fiir die
Bildanalyse notwendigen Parameter dokumentiert sind. Die Forderung nach Reprodu-
zierbarkeit der Ergebnisse eines automatischen Verfahrens zur Bildanalyse erzwingt einen
deterministischen Ansatz.

5.2 Modell fiir mikrokalkférmige Strukturen

Fiir ein modellbasiertes Verfahren zur Detektion von Mikrokalk ist eine prazise Definition,
was Mikrokalk ist, notwendig. Da die Gestalt von Mikrokalk sich nicht durch eine einfache
Funktion fassen lésst, vgl. Abbildung 5.2, findet hier eine Abstraktion statt.

Fiir die Modellierung mikrokalkférmiger Strukturen betrachten wir:

(i) Form. Mikrokalk MC wird als ellipsoide Struktur mit Durchmessern von ca. 0.05
mm bis 1 mm modelliert, als Funktion

MC(z) :=V1— ax?,

wobei a das Verhéltnis der Halbachsen der Ellipse ist. Vergleicht man Abbildung
5.2, so ist das ein gutes Modell fiir die Kategorien II, IIT und IV. Kategorie 1 ist fiir
das Ziel unwesentlich, da hier kein maligner Tumor zu erwarten ist und dieser Kalk
leicht sichtbar ist. Das Modell ist auch bei Mikrokalk der Kategorie V nicht optimal.
Die Formvielfalt dieses Kalks erlaubt kein allgemeingiiltiges einfaches Modell. Die
Approximation durch ein Ellipsoid ist aber eine akzeptable Nédherung.

(ii) Dichtebild. Die Projektion eines Ellipsoids in die Ebene liefert als Dichtebild
ein Halbellipsoid M Cp,,;, vgl. Abbildung 5.4. Dabei wird ndaherungsweise parallele
Strahlung angenommen.

(iii) Intensitétsbild. Wir nehmen an, das digitale Bild sei proportional zur Inten-
sitat der Rontgenstrahlung. Bei digitalem Detektor ist dies gegeben, bei Digitali-
sierung einer Film-Rontgenaufnahme miissen die Kennlinien des Filmmaterials und
des Scanners bestimmt und durch eine Punktoperation korrigiert werden. Das In-
tensitatsbild eines Ellipsoids ist somit exp(MCp,j).

(iv) Brennfleck. Das Bild ist durch die Ausdehnung der Rontgenquelle verschmiert.
Bei einem Detektorabstand D und Objektabstand O von der Aufnahmeebene, ist
die VergroBerung V := D/O. Bei einem Brennfleckdurchmesser B der Rontgenquelle
ergibt sich eine Abbildungsunschéarfe U := B(V — 1). Naherungsweise wird der Ob-
jektabstand als konstant angenommen. Dies ist eine bei der Mammographie nicht
ganz abwegige Vereinfachung, da der Durchmesser der komprimierten Brust relativ
zum Detektorabstand gering ist. Der Effekt, dass weiter vom Detektor entfernt lie-
gende Strukturen unschérfer abgebildet werden, ist daher nicht so stark ausgepragt,
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wie bei anderen Rontgenverfahren. Insbesondere gilt diese Vereinfachung bei der
Betrachtung eines einzelnen Mikrokalkherdes.

Diese Unschirfe, die als Uberlagerung von Translaten betrachtet werden kann, mo-
delliere ich durch Faltung des Intensitatsbildes mit der charakteristischen Funktion

xu der Abbildungsunschérfe, vgl. Abbildung 5.4, d.h

MCpig = exp(MCp,oj) * xU.

Sonstige Einflufifaktoren werden in dem folgenden Modell ignoriert.

Modell

Sei das Absorptionsbild B gegeben. Logarithmieren von B fithrt auf eine additive Dar-
stellung, in der Mikrokalk dem Gewebe additiv {iberlagert ist, d. h.

In B = Gewebe + In(MCpiqg).
Wir approximieren In(MCp;q) durch eine Gaui-Funktion
1 e

o(x) = \/%6_%” ) z € R~

RIS
@ QO ( -
~ ([

MCgia
MCProj

Abbildung 5.4: Dichtebild und Unschéarfe der Réntgenquelle. Links:
Dichtebild verschiedener Ellipsen wie in (i), (ii) modelliert. Rechts: Die Aus-
dehnung der Rontgenquelle verschmiert die Abbildung, vgl. (iv).

Diskussion

Analytisch: Das Modell ist komplett im Zeitbereich entwickelt. Die Wahl der Gauf-
Funktion ist nicht optimal, wie anhand Abbildung 5.5 zu sehen ist: Die Gauf-Kurve
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(a) (b) ()

Abbildung 5.5: Modell fiir Mikrokalk. (a) Intensitatsbild exp(MCp,;)
von ellipsoidem Mikrokalk. (b) Faltung mit Abbildungsunscharfe U/' = 0.5 mal
Durchmesser der Ellipse. (¢) Die Gauf-Funktion approximiert das Modell.

ist schmaler und hat keine ausgepragten Kanten. Dariiber hinaus ist der Trager nicht
kompakt. Dafiir kann die GaufB-Funktion auch im Frequenzbereich explizit angegeben
werden und ist dort gut lokalisiert. Dies ist ein Vorteil fiir im Fourier-Raum arbeitende
Algorithmen.

Empirisch: In [SH96] wurden in Mammographien Schnitte durch Mikrokalk berechnet und
gemittelt. Dies ergab néherungsweise eine Gaufl-Kurve, wie in in Abbildung 5.6 darge-
stellt. Dies zeigt, dass das Modell den Messdaten entspricht.

1 M T
nESZESLS
0.7 7!/ | \?‘\
7
/

Grauwert

0.6

: ¥
Lo | 1 Xy
6 -4 -2 0 2 4 6 8

0.5

Abbildung 5.6: Schnitte durch Mikrokalk. Dargestellt ist die Mittelung
tiber Profile von 80 Mikroverkalkungen (Punkte). Diese wurden vorher in Hohe
und Breite normalisiert. Die durch Kreuze markierte Linie ist eine eingepasste
GauB-Kurve. Die Abbildung stammt aus [SH96]. Der Auswertung lag die Nij-

megen Mammographie-Bilddatenbank zugrunde.

Eine weitere Verifikation des Modells ergibt sich aus einem Ansatz, der auf einem neu-

ronalen Netz aufbaut [RMM'196]. Dieses Netz wurde auf die Detektion von Mikrokalk
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trainiert und das dadurch generierte Suchmuster (Template) ausgegeben. Dieses sieht
einer Gauf-Funktion dhnlich.

Ziel ist nun, den so modellierten Mikrokalk im digitalen Bild hervorzuheben und zu detek-
tieren. In Abschnitt 6.4.1 wird dazu das Mikrokalk-Modell mit einem Modell fiir Rauschen
verkniipft und ein angepasstes Filter konstruiert. Abschnitt 6.4.1 stellt schliellich die zu-
gehorige Filterbank aus integrierten Wavelets bereit.

5.3 Grundlagen zur Mustererkennung in der digita-
len Bildverarbeitung

Hervorheben und Detektieren von Mikrokalk sind Aufgaben aus der Mustererkennung.
Dieser Abschnitt beschreibt knapp die wesentlichen Grundlagen.

In Abschnitt 5.3.1 wird das Konzept des angepassten Filter eingefiihrt. Dieses Konzept ist
Grundlage fiir die Modellierung der Wavelet-Zerlegung bei der Hervorhebung von mikro-
kalkférmigen Strukturen. Die folgenden Abschnitte stellen Grundlagen zur stochastischen
Mustererkennung mit Bayes-Klassifikation vor. Im Mittelpunkt der Modellierung steht
der Klassifikator, der Bildteile zu vorgegebenen Klassen zuordnet.

Der angepasste Filter ist ein analytischer Ansatz. Anhand eines Modells des gesuchten
Objektes wird ein eindeutiger Filter konstruiert. Dagegen muss ein Klassifikator erst an-
hand von Trainingsdaten fiir eine Aufgabe angelernt werden. Fiir die Problemstellung
der Detektion von Mikrokalk stehen nur wenig Trainingsdaten zur Verfiigung. Dagegen
besitzen wir ein recht gutes Modell fiir mikrokalkférmige Strukturen.

In Kapitel 6 wird ein an mikrokalkférmige Strukturen angepasster Filter konstruiert und
fiir Hervorhebung angewendet. In Kapitel 7 werden Merkmale fiir die Detektion mit Hilfe
eines Bayes-Klassifikators untersucht.

Der bereits verwendete Begriff des Filters soll hier definiert werden.

Definition 5.1 Als Filter bezeichnen wir einen durch eine Funktion ¢ € L'(G) gegebe-
nen Faltungsoperator auf L*(G). Gewshnlich ist G = R™ oder G = Z™.

Die charakterisierende Eigenschaft fir einen Tiefpass-Filter ist [ p(x)dz # 0
Die charakterisierende Figenschaft fiir einen Hochpass-Filter ist fG o(x)dx = 0.

5.3.1 Angepasste Filter

Ziel des angepassten Filters (matched filter) ist, ein bis auf seine Position bekanntes Signal
s in einem verrauschten Hintergrund N zu detektieren. Der Begriff wird in [Cas96, 11.5.5]
in der Sprache der Signalverarbeitung ausgefithrt. Wir nutzen dieses Konzept in Kapitel 6
zur Modellierung der Wavelet-Zerlegung bei der Hervorhebung von mikrokalkférmigen
Strukturen.
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Sei s € L*(T) das Signal, wobei T = R™, Z™ oder Z™, m > 1. (Im Fall T = Z"
vereinfachen sich im folgenden Integrale iiber die duale Gruppe T kanonisch zu Summen.)
Das Rauschen N := (N;)ier sei eine ergodische Zufallsvariable, d.h. N wird durch seine
Spektralverteilungsfunktion Py charakterisiert. Das gemessene Signal ist eine Realisierung
des stochastischen Prozesses

X :=s+ N.
Die Aufgabe soll durch einen linearen Filter k € L*(T') gelést werden. Sei

Y =Xxk=sxk+ N=x*xk

und bezeichne u := s *x k und v := N x k. Der Filter & soll so konstruiert sein, dass Y
an Stellen an denen s auftritt groe Werte annimmt, dagegen an Stellen, an denen das
Rauschen dominiert kleine Werte annimmt. Als Ma8 fiir die Qualitat des Filters wird das
mittlere Signal-Rausch Energieverhdltnis verwendet.

Definition 5.2 Sei X := s + N. Als mittleres Signal-Rausch Energieverhiltnis
(signal-to-noise power ratio) bezeichnen wir

px(t) = —L e,

Damit ldsst sich eine Optimalitatsbedingung formulieren.

Definition 5.3 Sei X := s+ N. Fin Filter k heifit angepasstes Filter, falls das mittlere
Signal-Rausch Energieverhdltnis py (t) von Y := X xk in t = 0 maximiert wird.

Eine Motivation: Das mittlere Signal-Rausch Energieverhéltnis von Y lésst sich umformen
zu

u?(0) s k(0) (s,k)

pY(O) = E 2 = = A

(02(0))  E(N+k(0))  (N,k)
Nehmen wir an, das Signal s sei in 0 lokalisiert, so wird also gefordert, dass Y in 0 maxi-
malen Wert annimmt. Ist s an einer anderen Stelle ¢y € T lokalisiert, d. h. § := T}, s, dann
folgt Y = Tys x k+ N sk =Ty (s k+T_y N * k) und aufgrund der Translationsinvari-
anz des Rauschens im Erwartungswert (V ist als ergodische Zufallsvariable stationar) gilt
E()N/(t)) =Ty, E(Y(t)), d.h. Y nimmt in ¢, maximalen Wert an. Das Optimalitatskrite-
rium ist also fiir die Aufgabe geeignet. Der angepasste Filter detektiert also die Position
des bekannten Signales in X. Wir zeigen nun, wie k zu konstruieren ist.

Proposition 5.4 [Cas96, 11.5.5.1] Es gilt

pr(0) = k) (5.1)
J7 |E(w)]? Py (w)dw
BEWEIS Fiir diese Umformung wird die Ergodizitdat von N verwendet. O
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Proposition 5.5 [Cas96, 11.5.5.3] Es gilt

S(w)l?

,OY(O) < Praz 1= /dew.

Fine notwendige und hinreichende Bedingung fir ein angepasstes Filter k ist py(0) =

Pmaz -

BEWEIS Die Bedingung entsteht, indem der Zé&hler von 5.1 geeignet erweitert und durch
die Cauchy-Schwarz Ungleichung nach oben abgeschétzt wird. O

Lemma 5.6 [Cas96] Der im Fourier-Raum punktweise durch

definierte Filter k ist ein angepasster Filter (so er denn existiert). Der Filter ist eindeutig
bis auf eine Normierungskonstante C'.

BEWEIS Durch Nachrechnen wird fiir ko die Bedingung py (0) = ppe. verifiziert. Die
Eindeutigkeit folgt aus der Gleichheit in der Cauchy-Schwarz Ungleichung. O
Nach dem Satz von Wiener kénnen wir die Frage nach der Existenz eines so bestimmten
Filters prazisieren.

Satz 5.7 (Wiener) Sei G kompakt. Sei f € A(G) und f(w) # 0 fir w € G. Dann gilt
[t e A(G).

Dies ist ein klassisches Resultat aus der harmonischen Analyse. Ein Beweis findet sich
in [Kat76, VIII, 2.9] oder [Rud87, 18.21]. A((7) bezeichnet den Raum aller Funktionen,
deren Fourier-Transformierte in Ll(é\) liegen.

Sei die Autokorrelation des Rauschens N integrierbar, d.h. Py € A(T™) und die Spek-
tralverteilungsfunktion Py verschwinde nirgends. Dann folgt nach dem Satz von Wiener
P! € A(T™). Insbesondere existiert der angepasste Filter ko als Faltungsprodukt der

L?-Funktion s mit der L'-Funktion 13];\1

Bemerkung 5.8 Ein angepasster Filter ist ein in obigem Sinn optimaler linearer Filter.
Die Forderung der Ergodizitat des Rauschens N impliziert insbesondere Stationaritét. Der
Filter ist also fiir Signale, denen nichtstationdres Rauschen iiberlagert ist nicht optimal.

Es handelt sich beim angepassten Filter um einen Detektor, nicht, wie z. B. bei der Rausch-
filterung, um die Approximation eines Signales. Der Filter erhélt nicht die Struktur des
Signales. O
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Lineare Filter sind fiir die Hervorhebung von Mikrokalk in Mammographien nicht ge-
eignet. Die Hervorhebung kontrastreicher Mikroverkalkungen wiirde gegeniiber kleineren
dominieren. Trotzdem nutzen wir in Kapitel 6 das Modell des angepassten Filters fiir
die Wavelet-Zerlegung der Mammographie. Fine nichtlineare Komponente auf Wavelet-
Koeffizienten, der Enhancement-Operator, sorgt dann fiir eine geeignete Gewichtung.

Ausblick: In Abschnitt 6.4.1 wird die Struktur von Brustgewebe durch einen stationiren
Prozess als Rauschen modelliert und mit Hilfe des in Abschnitt 5.2 entwickelten Modells
ein an Mikrokalk angepasstes Filter konstruiert.

Das nichtstationdre Hintergrundrauschen in Mammographien filtern wir dagegen mit einer
Wavelet-basierten adaptiven Rauschfilterung, die in Abschnitt 5.4 vorgestellt wird.

5.3.2 Mustererkennung

Wir beschreiben kurz typische Aufgaben in der Mustererkennung (pattern recognition)
[Cas96, TYLMOO0]. Das Problem der Bildakquisition, also der Bildgewinnung und Digita-
lisierung analoger Daten fiir den Computer wird ausgeblendet. Gegeben ist ein Bild, in
unserem Fall eine digitale Mammographie, sowie eine Menge von Klassen, z. B. Gewebe,
Gefafle, Hintergrund und Mikrokalk. Ziel der Mustererkennung ist, das Bild in Regionen
zu zerlegen, die diesen Klassen zugeordnet werden.

e Vorverarbeitung. Hierzu geh6ren Rauschfilterung und Restauration. Weiter sind
die Bilddaten méglichst zu normieren, z. B. durch standardisierte Aufnahmebedin-
gungen. Weitere Ziele sind Kanten zu schérfen oder andere interessante Strukturen
vom Hintergrund abzuheben, z. B. durch Operation auf dem Grauwerthistogramm,
Filtern und morphologische Bearbeitung [Cas96].

e Segmentation. Das Bild wird in Regionen zerlegt, die Objekte enthalten. Da-
bei wird noch keine Zuordnung zu Klassen vorgenommen. Als Extremfall kann je-
der Bildpunkt bereits als Region betrachtet werden. Es gibt verschiedene Ansétze
zur Segmentation: Bei regionorientierter Segmentation werden Bildpunkte &hnlicher
Struktur zu einer Region zusammengefasst. Typisches Beispiel ist der region grow
Algorithmus [Cas96]. Bei rand- oder kantenorientierter Segmentation werden die
Grenzen zwischen Regionen ermittelt, typischerweise mit Gradientenverfahren, und
mit Methoden wie curve fitting, edge contour following zu Grenzlinien verbunden.

e Merkmalsextraktion. Fiir jede Region wird ein Merkmalsvektor berechnet. Im
Gegensatz zum Klassifikator sind Merkmale problemabhéngig. Man kann deskrip-
tive und generative Merkmale unterscheiden. Deskriptive Merkmale sind z. B. Grofle,
Form, Orientierung oder relative Helligkeit, welche aus einem Modell stammen. Ge-
nerative Merkmale sind z. B. Mittelwert oder Standardabweichung, welche allgemein
zur Verfligung stehen.

e Klassifikation. Ein Klassifikator ordnet die Regionen anhand der Merkmalsvek-
toren den Klassen zu. Dies wird im folgenden Abschnitt ausgefiihrt.
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Kapitel 6 ist der Hervorhebung von Mikrokalk gewidmet, was als Vorverarbeitung in-
terpretiert werden kann. Als Spezialfall wird in Abschnitt 6.9.1 die Rauschfilterung von
Mammographien untersucht. In Kapitel 7 werden Merkmale fiir die Detektion von Mikro-
kalk untersucht. Diese kénnen zur pixelweisen Klassifikation des Bildes genutzt werden.

5.3.3 Bayes’sche Klassifikation

Eine abstrakte Einfiihrung in die Bayes-Klassifikation und deren Anwendung in der Mus-
tererkennung findet sich in dem Buch [DH73], aus dem hier hauptséchlich zitiert wird. Den
aktuellen Stand der statistischen Mustererkennung fasst ein Ubersichtsartikel [JDMOO]
zusammen. Die Bayes-Klassifikation liefert den formalen Rahmen fiir die Modellierung der
in den folgenden Kapiteln behandelten Hervorhebung und Detektion mikrokalkférmiger
Strukturen.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-Raum. Seien X, Y Zufallsvariablen auf 2 mit Wer-
ten in Raumen B bzw. S, wobei wir S endlich annehmen. Auf B x S ist dadurch eine
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung P(b, s) definiert. P(s) ist die a priori Wahr-
scheinlichkeit von s € S. P(X|s) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von X unter
der Bedingung Y = s Die a posteriori Wahrscheinlichkeit P(s|X) wird durch die
Bayes-Regel (X15)P(s)

P(X|s)P(s

bestimmt.

Der Raum B steht fiir Beobachtungen, der Raum S fiir die reale Situation. Sei weiter
A eine Menge von Aktionen. Ziel der Klassifikation ist, einer Beobachtung b € B eine
zur realen Situation s passende Aktion A zuzuordnen. Ein Klassifikator ist also eine
Abbildung K : B — A.Fehler werden durch eine Kostenfunktion A : A x S — R
bewertet. Ist die reale Situation s und wir entscheiden uns fiir Aktion a, so machen wir
einen Fehler von A(a, s). Wir betrachten im folgenden nur Aktionen a; := {,, Wahle s,“},
d.h. A = S. Als Kostenfunktion wird in diesem Fall oft A(a;,s;) = 1 —é; ; gewihlt. Jeder
Fehler wird mit gleichem Gewicht bestraft. Das Konzept der Aktionen erlaubt flexiblere
Klassifikationsergebnisse wie {,,Beobachtung kann nicht sicher zugeordnet werden“}. Der
erwartete Fehler fiir Aktion a

R(a]X) =) Ma,s)P(s|X)

SES
heiit bedingtes Risiko. Das Risiko ist die Summe

R= /B R(a(X)|X)dP(X) (5.2)

Ein Bayes Klassifikator ist ein Klassifikator, welcher R minimiert.Er ist im allgemeinen
nicht eindeutig. Er entscheidet sich bei jeder Beobachtung b € B fiir die Aktion a« € A
mit minimalem bedingtem Risiko, formal:

Umin(X = b) := argmin, 4, R(a|X = b).
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Das entsprechende minimale Risiko
Roin = / R(amin(X)|X)dP(X)
B

heifit Bayes-Risiko. Es ist das Risiko, welches auch durch den besten Klassifikator nicht
unterboten werden kann. Ein Bayes-Klassifikator ist also fiir die gegebene Modellierung
optimal.

Bei Bayes-Klassifikation wird implizit die Annahme gemacht, dass aufeinander folgende
Beobachtungen (X;):cz nicht voreinander abhéngen. D. h. X; = X, V¢ € Z. Diese An-
nahme ist zum Beispiel bei der Auswertung von Mammographien verschiedener Patienten
erfiillt. Nimmt man eine Bildserie von einem einzelnen Patienten ist diese Annahme bereits
verletzt.

P(b|s,)P(s,)
P(b|s1)P(s1)
P(bls3)P(s5)
g& B
R, R, R, Ry —

Abbildung 5.7: Bayes-Klassifikation. Dargestellt sind abhéngig von der
Beobachtung b die gewichteten a posteriori Wahrscheinlichkeiten verschiedener
Aktionen sy, s9, 3. Ein Bayes-Klassifikator unterteilt den Raum der Beobach-
tungen in zugehoérige Entscheidungsregionen Ry, Ry, Rs. Fiir jede Beobachtung
b € B wird die Aktion s € S gewahlt, fiir die das bedingte Risiko minimal ist.

Das zu einer Partition (R, )q.ca der Beobachtungen B in Entscheidungsregionen gehorende

Risiko lautet
=1-> / (a|X)dP(X).

a€A

Die optimale Partition hat die Gestalt R, C {b € B; P(a|X =0b) > R(d'|X =), Vd' €
A} a € A

Das Problem fiir die praktische Anwendung ergibt sich nun allein aus der mangelnden
Kenntnis der Verteilungen von X und Y. Ein Klassifikator erzeugt eine Partition der
Beobachtungen anhand vorgegebenen Datenmaterials (ground truth). Dies geschieht oft
durch Parameter, welche durch einen Schatzer bestimmt werden. Dieser Prozess wird
Training oder auch Anlernen des Klassifikators genannt. Es gibt abhéngig vom Umfang
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des verfiigharen Datenmaterials und der méglichen Komplexitit der Entscheidungsregio-
nen zahlreiche Klassifikatoren. Ein Bayes-Schéatzer ist ein Klassifikator, dessen Risiko
R fiir wachsendes Datenmaterial gegen das Bayes-Risiko R,,;, konvergiert.

Um die Lernphase eines Klassifikators zu vereinfachen, wird die Dimension der Beobach-
tungen durch Merkmale reduziert. Dazu wird ein Merkmalsvektor M : B — R™ be-
stimmt. Dadurch nimmt man u. U. ein héheres Bayes-Risiko fiir den Bayes-Klassifikator
auf B = M o B in Kauf, da bei der Dimensionsreduktion Information verloren gehen
kann. Die Entscheidungsregionen werden aber vereinfacht und kénnen deshalb durch den
Klassifikator bei gleicher Trainingsmenge besser approximiert werden.

Abbildung 5.8: Merkmalsvektor und Klassifikator. Die Zufallsvaria-
blen X und Y modellieren Beobachtungen B von realen Zustdnden S. Fir
die Zuordnung einer Beobachtung b € B zu einem Zustand s € S wird auf
dem Bild ein Merkmalsvektor M (b) berechnet und dessen Wert durch einen
Klassifikator K einem Zustand s zugeordnet.

Es gibt eine Vielzahl von Klassifikatoren. Diese beruhen auf verschiedenen Konstrukti-
onsideen. Man kann grob in drei Klassen aufteilen [JDMO00]:

(i) Ein Ansatz beruht auf Schatzungen der a posteriori Verteilungen. Diese konnen pa-
rametrisch oder nicht parametrisch sein. Je héher dabei die Zahl der Freiheitsgrade
ist, um so mehr Trainingsdaten sind fiir diesen Klassifikator notwendig. Typische
Beispiele fiir parametrische Klassifikatoren sind multivariate Gauf-Verteilungen. Die
Parameter werden z. B. mit einem Maximum Likelihood Schétzer bestimmt. Ein
nichtparametrischer Klassifikator ist z. B. der k-néchste Nachbarn Klassifikator.

(ii) Ein anderer Ansatz versucht dhnliche Daten der gleichen Klasse zuzuordnen. Dazu
ist eine geeignete Metrik auf dem Merkmalsraum notwendig. Ein Beispiel ist der
néachste Mittelwert Klassifikator, im einfachsten Fall identisch zum 1-nachster Nach-
bar Klassifikator. Jede Klasse wird durch den Mittelwert aller Trainingsbeispiele fiir
diese Klasse reprasentiert.
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(iii) Der dritte Ansatz ist, die Rander der Entscheidungsregionen durch Optimierung ei-
nes Fehlerkriteriums zu konstruieren. Ein Beispiel ist Fisher’s lineare Diskriminante
[DH73], die den quadratischen Fehler zwischen dem Ergebnis des Klassifikators und
dem vorgegeben Wert der Testdaten minimiert. Zu dieser Klasse gehéren auch ei-
nige Varianten von neuronalen Netzen. Neuronale Netze konnen aber, abhéngig von
ihrem Aufbau und der Trainingsmethode, auch zu einer der obigen Klassen gehoren.

Es gibt keinen universell iberlegenen Klassifikator. Abhangig von der zu einem speziellen
Problem verfiigbaren Verteilungsinformationen und der Menge an Trainingsdaten erweisen
sich unterschiedliche Klassifikatoren als geeignet.

Der 1-ndchster Nachbar Klassifikator ist leicht zu implementieren, besitzt keine einstell-
baren Parameter und gilt als sehr robust. Er wird deshalb als Benchmark fiir alle anderen
Klassifikatoren empfohlen [JDMO00]. Ist das Klassifikationsergebnis mit diesem Klassifi-
kator schlecht, so sollte erst die Auswahl der Merkmale {iberdacht werden, bevor ein
komplexerer Klassifikator verwendet wird. Dazu auch ein Zitat aus [Wou98]: Sind gute
Merkmale verfiigbar, so wird jeder belicbige Klassifikator erfolgreich sein, falls nicht, wird
selbst die fortschrittlichste Methode scheitern.

Wesentlich ist also die Wahl der Merkmale. Dies motiviert, in Kapitel 7 zur Detektion
von Mikrokverkalkungen Merkmale auf Wavelet-Koeffizienten zu konstruieren und deren
Nutzen nur mit elementaren Methoden zu demonstrieren. Eine eingehendere Analyse,
welcher auf diesen Merkmalen aufbauende Klassifikator die besten Ergebnisse liefert, ist
dann, wenn auch aufwendig, eine Routinetatigkeit.

5.4 Nichtlineare Rauschfilterung mit Wavelets

In Abschnitt 6.9.1 des ndchsten Kapitels wird eine adaptive Rauschfilterung in Frames zur
Vorverarbeitung von Mammographien betrachtet. Diese Abschnitt entwickelt die notwen-
digen mathematischen Grundlagen. Es wird eine klassische Methode zur Rauschfilterung
in Wavelet-Basen vorgestellt, die auf D. Donoho und I. Johnstone zuriickgeht [DJ94]. In
der Stochastik wird dies nichtparametrische Regression genannt. Die zugrunde liegende
Problemstellung ist, aus der Messung X := f + N eines von Rauschen N additiv iiberla-
gerten unbekannten Signales f das Signal f zu schatzen.

Die Ergebnisse verallgemeinere ich in Abschnitt 5.4.3 auf Frames. Dies bildet die Grund-
lage fiir den in Abschnitt 6.9.1 vorgestellten Algorithmus zur Rauschfilterung in festen
Frames.

5.4.1 Rauschfilterung in Orthogonalbasen

Die Aussagen dieses Abschnitts sind bekannt und weitgehend [Mal98] entnommen. Sei [ €
L*(I) ein Signal, aus dem Funktionen-Hilbert-Raum iiber einer endlichen Grundmenge I.

Weiter sei W := {w;};es eine Orthogonalbasis von L?(1). Das Rauschen N := (N;);es sei
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GauB-verteiltes weiles Rauschen (vgl. A.5) mit Varianz o®. Das gemessene Signal X ist
eine Realisierung des stochastischen Prozesses

X:=f+N.
Wir betrachten die Zerlegung in der Basis W := {w; }ier,
<X7 wi> = <f7 wi> + <N7 wi>‘

Da W eine Orthogonalbasis ist, sind (N, w;) unabhangige, Gaufl-verteilte Zufallsvariablen
mit Varianz o? und Mittelwert 0.

Idealer Schatzer

Wir betrachten den nichtlinearen Schatzer

K= 3 (XS,

i€l

der die Koeffizienten der Basiszerlegung mit Werten S(7) gewichtet, wobei die Konstanten

S(z) € C von f abhéngen diirfen.

Lemma 5.9 [Mal98] Mit obigen Bezeichnungen gilt: Der L*-Fehler E(||f — )N(Hz) wird

minimiert durch

(f,wi)|?
|(f,wi)]” + o2

S(i) = el (5.3)

BEWEIS Es gilt

B = XIP) =3 B(((f,w) = (X,w)S())°)

el

Da X = f 4+ N und E(({f,w;))?) = o2, folgt

B(((f,w) = (X,0)8(0)") = [(fw)[*(1 = $@)" + 4*5()?

Als Polynom in S(2) betrachtet, ergibt sich als Extremum (5.3). O
Der L%-Fehler bei optimaler Wahl von S lautet dann

7w2|0
Cideal = I Hf XH Z|fw |—|—a
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Hard threshold

Wir vereinfachen das Problem, indem wir nur S(i) € {0,1} betrachten. Der Schétzer
reduziert in diesem Fall also die Koeffizienten auf eine Teilmenge. Der optimale, von f
abhéngige, Schétzer S lautet dann

N falls‘<f,wi>
S0 = {o falls | (f, w;)

2 2

>0
-7 5.4
? < o2, (54)

Der L%-Fehler mit dieser optimalen Wahl lautet

con = B(I7 = X|?) = - min{| (/w0

i€l

ot} (5.5)

Da (f,w;) in der Regel unbekannt ist, mufl S unahéngig von f definiert werden. Dazu
wenden wir den Schwellwert-Operator (hard threshold)

Su() z  falls |z| > T,
T) =
" 0 falls |z| < T,

auf die verrauschten Koeffizienten (X, w;) an. Der Schatzer lautet in diesem Fall
Y/ = ZSh<<X, w»)wi. (56)
el
D. Donoho und I. Johnstone haben gezeigt, dass der dabei entstehende Fehler im we-
sentlichen bis auf einen Faktor durch den optimalen Fehler e,,; beschrénkt werden kann.

Satz 5.10 [DJ94, Theorem 4] (Stationére Rauschfilterung in Orthonormalbasen)
Fiir den Schwellwert Ty := o+/2In(|1|) und |I| > 3 gilt fiir den mittleren Fehler

= B(If = V) < 1]+ 1) ( + 3 mind|(fw)] o }>
€]

Bemerkungen 5.11

(a) Der Schwellwert T ist in folgendem Sinn optimal: Die Koeffizienten N; := (N, w;)
sind GauB-verteilt mit Varianz o2. Es gilt fiir wachsende Dimension |/| die Appro-
ximation

olnln ||

11 Pl T —
Do ( In|7]

[I]—c0

< max |N;| < TI> = 1.
€]
(b) Der Schwellwert wachst mit |/|, da mit wachsender Zahl an Realisierungen der

GaufB-Verteilung auch Rauschkoeffizienten mit beliebig hoher Amplitude auftreten
kénnen.
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(c¢) Der Schwellwert ist nicht optimal in dem Sinn, dass er den Fehler ¢ nicht minimiert.
Dazu sind in der Praxis etwas kleinere Schwellwerte T' vorteilhaft. Es gilt aber im

Limes [DJ94, Theorem 2]
17

lim ———
T=eo /2Tn | 1]

Soft threshold

Ein zum hard threshold alternativer Ansatz ist das soft threshold. Der Operator lautet

=T fallsx >T,
Ss(x) =<0 falls || < T,
x4+ 1 falls ¢ < =T

Satz 5.10 gilt auch fiir soft threshold [DJ94, Theorem 1].

Bemerkungen 5.12

(a) Die Motivation fiir soft threshold ist folgende: Das geschatzte Signal Y sollte die-
selbe Regularitédt wie das Signal f aufweisen. Eine aufgrund Satz 3.58 hinreichende
Bedingung dafiir ist .

[V, il < I, wil-

Diese Bedingung wird durch soft threshold bei idealer Wahl der Koeffizienten erfiillt.
Dagegen erfiillt hard threshold die Bedingung nicht, da Koeffizienten iiber dem
Schwellwert T unverandert bleiben.

(b) Das soft threshold mit idealer Wahl der Koeffizieten 16scht Rauschen in allen Ko-
effizienten und damit besser als hard threshold. Dabei wird aber auch ein gréferer
Anteil des Signales entfernt. Dies fithrt dazu, dass in der Praxis kleinere, als die
idealen Schwellwerte verwendet werden.

5.4.2 Nichtstationire Rauschfilterung

In der Regel ist Rauschen nicht stationdr. Sei das Rauschen N := (N;);e; unabhingig
GauB-verteilt, aber nicht mehr weif}; d.h. die Varianz o; von N; héangt vom Index 7 ab.
Fiir diesem Fall gibt es eine einfache Verallgemeinerung obiger Ergebnisse.

Wir betrachten wieder die Zerlegung in der Basis W,
<X7 wi> = <f7 wi> + <N7 wi>‘

Da W eine Orthogonalbasis ist, sind (N, w;) Gaul-verteilte Zufallsvariablen mit Varianz

2
o
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Der optimale hard threshold S lautet in diesem Fall
) 1 falls , Wy ? > o?

S() ;:{ (fwi] 2 o

< o;.

Y

0 falls ‘<f, w;)

Erneut kann auf den verrauschten Koeffizienten (X, w;) ein Schwellwert-Operator oder ein
soft-threshold angewendet werden. Es gilt die direkte Verallgemeinerung von Satz 5.10.

Satz 5.13 [JS97, Theorem 1] (Nichtstationire Rauschfilterung in Orthonormal-
basen) Fiir Schwellwerte T; := o;4/2In(|1|) und |I| > 3 gilt fir den mittleren Fehler bei
hard-threshold und soft-threshold

e=B(|f=Y|*) < (2Wn|I|+1) (&2 + me{w, w;) 2,03}>

Ce o1 2
Dabei ist &* := 1 Yoier ol

5.4.3 Rauschfilterung in Frames

In Abschnitt 6.9.1 werden wir Rauschfilterung auf festen Wavelet-Frames durchfiihren.
Die dabei erzielten Ergebnisse sind deutlich besser als bei Rauschfilterung in Orthonor-
malbasen. In diesem Abschnitt wird dazu die Fehlerabschédtzung aus Satz 5.13 auf Frames
iibertragen. Soweit mir bekannt ist, ist dies neu.

Sei das Rauschen N := (NV;);e; GauB-verteilt, aber nicht mehr weif}, d. h. die Varianz o;
von NN; hingt vom Index 7 ab. Die Koeffizienten (N, w;) sind in diesem Fall Gaul-verteilte
Zufallsvariablen mit Varianz o?|w;||?.

Wir setzen das hard threshold von oben allgemein fiir Frames an. Sei (w;);c; ein Frame
fiir L*(I) mit Schranken A, B > 0 und (i;);e; der duale Frame. Bezeichne F' den zu-
gehorigen Frame-Operator, £~ die Pseudoinverse (vgl Abschnitt 2.2). Wir betrachten
den nichtlinearen Schéatzer

Np =Y (X, wi) 8 (i) (5.7)

i€l
= P (X w)8(0)) ) (5.5)
mit hard threshold S aus (5.4). Bezeichne
M:={iel;|(fw)
M® = {iel; |[(fw)

> Uwain} und

< ollw?II}-

Dann gilt fiir den punktweisen Fehler

—(N,w;) fallsie M

(f wi) falls 7 & M. (5.9)

(f;wi) = (X, wi)S(0) = {
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Fiir die Pseudoinverse gilt || £~ < \/Z_l. Mit den Abbildungen fy,e ¢ — (f, w;)x,e(2)

und Ny i@+ (N, w;)ya(7), ¢ € I, gilt fiir den L? Fehler des Schitzers X aus (5.7):
hirt =B (1= Xe') = E(|FF = (Xw)S@))

2B (|7 N = fas)| )

< ATE(INa = fyel® )

A™ Z mm{ (f,w;)

i€l

ot

9)

’ o]}

Der optimale Fehler ist also fiir ONB und Frames von gleicher Bauart.

Betrachten wir wieder den Fehler mit Schwellwertoperator 5, auf Koeffizienten und den
zu (5.6) analogen Schéitzer

Dann gilt die folgende Verallgemeinerung von Satz 5.13 fiir Frames.

Satz 5.14 (Nichtstationdre Rauschfilterung in Frames) Fir Schwellwerte T; =
oillwil|v/2In(|1]) und |I| >3 gilt fir den mittleren Fehler

N A L B .
= B(If = YelP") < 5 2|1 + 1) (A 62 447 minf [(f,w) iaﬂmu?})
€]
(5.11)
Dabei ist 62 := |17| > i 07 llwil?.

BEWEIS Zu einer Gaufl-verteilten Zufallsvariable G(u, o) mit Erwartungswert p und
Varianz o bezeichne pr(u, o) := E((Si(G) — p)?).

Da (w);es ein Frame ist, und mit der Linearitidt des Erwartungswertes gilt

fi =Y

(I~ VIP) < B (Z Y )
_ %ZE ((f,wi) = Sh((X,wi)))

el

_ %an«f,wi%m!\wi’\)

el

Bezeichne
pr(p, o)
ST + min(, o)

Ly(p, o) :=
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Weiter sei Ar(o) := sup,cp Lr(p, o). Dann gilt

~ 1
B =YIP) < 5 3 La o) (o221 + min(|( £,

el

% (sg) An(@'HCOiH)) <&2 + Zmin<‘<f’ i)

el

2
oZwil?))
2

,awaiHZ)) .

Zum Beweis von Formel (5.11) bleibt also sup;c; Ar(oi]|wi]]) < 2In(|{]) + 1 zu zeigen,
d.h. Ly(p, o) < 2In(|I]) + 1 fir alle g,0 € R. Diese Formel hdngt nur noch von einer
GauB-verteilten Zufallsvariable mit beliebigem Mittelwert ¢ und Varianz o ab, nicht von
dem Frame. Im Beweis von [Mal98, Theorem 10.3] wird diese Abschatzung gezeigt. Damit
ist auch der Satz bewiesen. O

IA

Ist der erwartete optimale Fehler in Frames kleiner als in einer ONB? Auf den ersten
Blick halten sich in Formel (5.11) die in Frames iiber eine grofiere Indexmenge [ laufende
Summation und die obere Frameschranke B die Waage. Offensichtlich muss die Rausch-
filterung in Frames nicht zwingend besser sein: Nimmt man die Elemente einer ONB W
doppelt, so ist dies ein fester Frame mit Schranken A = B = 2. Die Rauschfilterung in
diesem Frame fithrt aber zu dem der Rauschfilterung in der Basis W identischen Ergebnis.

In [Dau92, Abschnitt 3.6] wird anhand einer Beispielrechnung gezeigt, dass Rauschen
durch Frame-Rekonstruktion im Gegensatz zu einer Basis starker reduziert wird. Dies
erklart sich durch die bei Frame-Rekonstruktion stattfindende Projektion auf das Bild
des Frames. Durch die Schwellwertoperation wird der Bildraum des Frameoperators ver-
lassen. Ein Teil des Rauschens liegt damit im orthogonalen Komplement des Bildes Im(F')
und wird durch die Pseudoinverse F'~! auf 0 abgebildet. Die das Signal reprisentierenden
Wavelet-Koeffizienten bleiben dagegen durch die Schwellwertoperation weitgehend unan-
getastet, das Signal wird aus einer redundanten Koeffizientenmenge robust rekonstruiert.

Es gilt

Proposition 5.15 [Mal98, Proposition 5.3] Sei (w;)ier ein Frame mit ||w;|| = 1, fiir alle
i € 1. F bezeichne den zugehérigen Frame-Operator, F~1 die Pseudoinverse. Ist N weifles

Rauschen auf dem Koeffizientenraum I*(I) mit Mittelwert 0 und Varianz o*, dann gilt fir
die Projektion P := FI'=! auf das Bild des Frames:

Fiir feste Frames gilt die Identitdt.

Je redundanter der Frame, je grofler also die untere Frameschranke A, um so robuster ist
die Rekonstruktion gegen Rauschen im Koeffizientenraum.

In der Praxis ist die lokale Varianz o; des nichtstationaren Rauschens N zu schétzen. In
Abschnitt 6.9.1 wird dazu ein lokaler Varianzschatzer vorgestellt und in Beispiel 6.14 eine
Anwendung zur Rauschfilterung in Mammographien demonstriert.
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Kapitel 6

Hervorhebung von
Mikroverkalkungen

Untersuchungen haben gezeigt, dass nur etwa 3% der Information, die in einer Mammogra-
phie enthalten ist, auch im Lichtkasten sichtbar wird!. Dies bedeutet ein grofies Potential
fiir Verfahren zur Hervorhebung interessanter Strukturen. In Abschnitt 6.2 wird ein Uber-
blick tiber Verfahren zur Hervorhebung von Strukturen, insbesondere Mikroverkalkungen,
in Mammographien gegeben. Ansétze mit Multiskalenzerlegungen sind hier vorherrschend.
Ich fasse in Abschnitt 6.3 verschiedene Wavelet-basierte Methoden zur Rauschfilterung,
Kontrastverbesserung und Hervorhebung von Mikroverkalkungen unter dem Begriff der
Hervorhebung mit Wavelet-Frames zusammen. In den folgenden Abschnitten analysiere
ich Eigenschaften dieser Konstruktion sowie Anforderungen an den verwendeten Frame.

Kern des Kapitels sind die praktischen Untersuchungen in Abschnitt 6.9. Hier wird ein
modellbasiertes Verfahren zur Hervorhebung mikrokalkférmiger Strukturen entwickelt.
Besonders die Arbeiten von A. Laine et al. [LSFH94, LFY95] zur Kontrastverstarkung
sowie R. Strickland und H. Hahn [SH96] zur Modellierung mit angepassten Filtern dienen
dabei als Grundlage. Wir stiitzen uns weiter auf das in Abschnitt 5.2 entwickelte Modell
fiir mikrokalkférmige Strukturen. Der Vorteil der integrierten Wavelet-Transformation,
wie sie in Kapitel 3 entwickelt wurde, gegeniiber anderen Diskretisierungen der Wavelet-
Transformation wird besonders herausgestellt.

6.1 Problemstellung

Ziel der Hervorhebung ist, interessante Strukturen in einer Mammographie fiir den Medi-
ziner besser sichtbar zu machen. Dies geschieht, indem interessante Strukturen in einem
Bild gegeniiber dem Bildhintergrund hervorgehoben werden. Hier treten zwei vage Begriffe
auf: Interessante Strukturen und hervorheben. Die Qualitdt der Visualisierung lasst sich

!Diese Zahl wird in [LSFH94] zitiert aus: 1. Brodie und R. A. Gutcheck, Radiographic information
theory and application to mammography, Med. Phys. ,vol. 9, 1982.
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leider nur partiell objektiv ermitteln, ob ein Bild ,,gut® aussieht, hingt stark vom Betrach-
ter ab. Als Ausweg prazisieren wir die Begriffe durch die Einbettung der Hervorhebung
in die Problemstellung der Klassifikation, vgl. Abschnitt 5.3.3. Dabei wird Hervorhebung
als Vorverarbeitungsschritt fiir eine darauf folgende Klassifikation betrachtet.

Auf Abbildung 5.8 aufbauend, zeigt Abbildung 6.1 die Hervorhebung als Teilaufgabe bei
der Klassifikation. Unter interessanten Strukturen in einem Bild b € B wollen wir solche
verstehen, die fiir die Entscheidungsfindung des Klassifikators K wesentlich sind. Inter-
essante Strukturen in einem Bild sind durch den Merkmalsvektor codiert. Damit moglichst
einfache Merkmale verwendet werden kénnen, sollten sich interessante Strukturen in dem
Bild deutlich vom Hintergrund unterscheiden. Darin betrachten wir die Aufgabe der Her-
vorhebung. Anstatt den Merkmalsraum eines existierenden Merkmales M mit weiteren
Komponenten aufzubldhen, steckt man Wissen tiber die interessanten Strukturen in einen
Operator E zur Hervorhebung. Die Qualitit der Hervorhebung, also der Hervorhebung
interessanter Strukturen, messen wir anhand der Leistung des Klassifikators K, d.h. wie
gut er das Risiko (5.2) minimiert. Steht bei der Konstruktion von Merkmalen M die Di-

Q
X
B — B R™ S
E M K

Abbildung 6.1: Einbettung der Hervorhebung in die Klassifika-
tion. Die Zufallsvariablen X und Y modellieren Beobachtungen B von realen
Zustinden S. Fiir die Zuordnung einer Beobachtung b € B zu einem Zustand
s € S wird zuerst eine Hervorhebung b := E(b) aul dem Raum der Bilder

B ausgefiihrt, auf dem Bild ein Merkmalsvektor M(b) berechnet und dessen
Wert durch einen Klassifikator K einem Zustand s zugeordnet.

mensionsreduktion im Vordergrund, so ist es bei der Konstruktion von £ die Aufbereitung
des beobachteten Bildes mit dem Ziel, die Trennschérfe der darauf aufsetzenden Merkmale
zu erhohen. Die vorgestellte Aufgabenteilung ist also nur durch die Herangehensweise an
die Problemlésung bestimmt. Man kann auch extreme Positionen annehmen:

(i) Wéhle M o E := Id. In diesem Fall leistet der Klassifikator K die ganze Arbeit.
Vorteil ist der geringe Aufwand bei der Modellierung, da Bayes-Schétzer unabhangig
von dem konkreten Problem sind. Durch Lernen anhand der Testdaten minimiert
ein Bayes-Schétzer das Risiko. Wesentlicher Nachteil dieser Herangehensweise ist
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bei komplizierten Problemstellungen zum einen der Bedarf an einer sehr groflen
Testmenge und eine damit verbundene lange Lernphase. Weiter muss die Testmenge
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen bereits gut approximieren, also reprasentativ
sein.

(ii) Nehmen wir an, S := {0,1}, z. B. fiir die Klassen Mikrokalk und kein Mikrokalk.
Wéhle K o M =1, falls B # 0 und K o M = 0 sonst. In diesem Fall wird die Klas-
sifikation bereits durch die Hervorhebung erledigt. Vorteil ist eine nachvollziehbare
Entscheidungsfindung durch einen analytisch berechenbaren Operator ohne auf eine
Testmenge angewiesen zu sein. Das fiir die Klassifikation notwendige Wissen wird
z. B. anhand eines physikalischen Modells fiir das Bild gewonnen. Nachteil ist hier,
dass der Operator E dadurch sehr speziell auf das Problem zugeschnitten ist und
somit unflexibel und kaum auf andere Problemstellungen iibertraghar ist.

6.2 Bekannte Ansatze

Wir geben einen kurzen Literatur-Uberblick iiber Ansitze zur Konstruktion eines Opera-
tors I/ zur Hervorhebung. Dabei gibt es zwei Sichtweisen: Hervorheben der interessanten
Strukturen oder Entfernen der uninteressanten. Wir gliedern die Arbeiten in

(i) Rauschfilterung und

)
(ii) Entfernen unwesentlicher Strukturen aus einer Mammographie sowie
(iii) Kontrastverbesserung auf Radiographien und
)

(iv) Hervorhebung von Mikrokalk.

Rauschfilterung

Ein klassisches Beispiel fiir Entfernen stérender Strukturen ist die Rauschfilterung. Hier
haben sich Wavelets fiir die nichtlineare Regression als hervorragendes Werkzeug erwiesen
(vgl. Kapitel 5.4). Wir betrachten hier speziell Methoden zur Rauschfilterung digitalisier-
ter Mammographien.

In den Arbeiten von L. P. Clarke, M. Kallergi et. al [CKQ194, QCKC94, QCZ*95] werden
hierarchische gewichtete Median-Filter zur Rauschfilterung verwendet. Der Median x4
einer Menge {xy,...,x,} reeller Zahlen ist der Wert zum Index n/2 in der aufsteigend
sortierten Menge, bzw. bei gerader Anzahl n der Mittelwert aus den Werten zum Index
(n —1)/2 und (n + 1)/2. Er ist das Minimum der Betragsabstande zu den Elementen
der Menge: @peq € argmin,{> -, |z — z;|}. Fiir die Rauschfilterung werden nun Median-
Filter mit verschiedenen langen Masken und Gewichtung der Elemente hintereinander
geschaltet. Vorteil des Ansatzes iiber Ordnungsstatistikfilter ist eine schnelle und einfache
Implementation sowie gute Ergebnisse bei Impulsrauschen (d.h. einzelne Pixel haben
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zufallige Werte, unabhéngig von der Umgebung). Weiter sind die Filter kantenerhaltend.
Von Nachteil ist ein fehlendes Modell, welches die Filtereigenschaften klart. In [BP96]
werden verschiedene Varianten von Median-Filtern an Beispielen verglichen und darauf
hingewiesen, dass eine Vielzahl von Parametern von Hand einzustellen ist.

N. Karsemeijer [Kar93] hat eine Methode zur adaptiven Rauschidqualisation entwickelt.
Dabei wird die lokale Varianz des Rauschens geschétzt. Er betrachtet dies als wesentlichen
Vorverarbeitungsschritt bei der Detektion von Mikroverkalkungen. Eine Variante dieses
Ansatzes wird von A. Ohlhoff [Ohl96] zur Rauschfilterung mit lokalem Varianzschatzer in
Wavelet-Basen verwendet. Wir kommen in Abschnitt 6.9.1 darauf zuriick.

Entfernen unwesentlicher Strukturen

Anstatt interessante Strukturen hervorzuheben, kann man den Standpunkt auch umkeh-
ren und versuchen, uninteressante oder stérende Elemente des Bildes zu identifizieren und
auszublenden.

In [LBD96] wird z. B. ein Ansatz vorgestellt, bei dem das Ziel ist, gewebe&dhnliche Struk-
turen aus der Aufnahme zu entfernen. Gewebedhnliche Kanten mit 1-2mm Lange und
schwachem Kontrast werden mit Filtern zur Linienerkennung detektiert und aus dem
Bild abgezogen. Das Residuum enthalte Anomalien, also fiir die Befundung interessante
Strukturen.

In [WK98] werden die niederfrequenten Bander der DW'T geloscht und nur aus den
Hochpass-Filtern rekonstruiert. In [HB99, 11.5] wird ein Verfahren von Valatx et. al.
zitiert, bei dem der Hintergrund durch bikubische B-Splines approximiert und vom Bild
abgezogen wird. Das resultierende Bild enthélt Kanten. Diese Ansédtze dhneln dem un-
scharfen Maskieren.

Kontrastverbesserung von Radiographien

Ein Beispiel fiir Hervorhebung ist Kontrastverbesserung (contrast enhancement) im Sinne
von globaler visueller Bildverbesserung. Ziel ist hier, das Bild so aufzubereiten, dass es fiir
das Auge lesbarer ist, z. B. zur Unterstiitzung des Mediziners, der anhand des Bildes zu
diagnostizieren hat. Dabei sollen Regionen mit geringem Kontrast starker hervorgehoben
werden.

Leider gibt es keinen Konsens, wie der intuitive Begriff des Kontrast zu messen ist. Ist
das Bild f € B zusammengesetzt aus einem Objekt o, dem Vordergrund, und dem
Hintergrund %y, dann ist ein in der Radiologie iibliches Konstrastmafl M¢ definiert durch

E(os) — E(hy)
E(f)

wobei E die Mittelwertbildung bezeichnet und die Grauwerte als nicht negativ vorausge-
setzt werden [HK*96]. Das MafB ist nach Definition unabhingig vom Grauwertumfang.

Mc(f) == (6.1)
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Nimmt man als Merkmal die lokale Intensitat, so wird in obigem Sinn ein Operator E
gesucht, so dass E(f) = oy gilt. Nachteil dieses KontrastmaBes ist, dass es ohne Vorwissen
(oy muss bekannt sein!) nicht auf beliebige Bilder anwendbar ist. Weiter liefert es keine
lokale Aussage iiber den Kontrast. Besteht oy aus mehreren Objekten, so macht das
Kontrastmafl nur eine Aussage iiber das Mittel.

In [PCSWO96] wird adaptive Kontrastverbesserung fiir Verdichtungsherde in Mammogra-
phie mit Hilfe einer Filterbank zu Kantendetektion und morphologische Operationen vor-
gestellt.

In [LSFH94, LFY95] wird eine adaptive Kontrastverbesserung auf Wavelet-Filterbéanken
vorgestellt. Diese wird in Abschnitt 6.9.2 ausgefiihrt.

Hervorhebung von Mikrokalk

Fiir die Detektion von Mikrokalk in einer Mammographie ist z. B. die lokale Helligkeit ein
einfaches Merkmal. Nimmt man als Klassen Mikrokalk und kein Mikrokalk, so ist das Ziel
eine Abbildung F, die Mikrokalk aufhellt, aber Gewebe und andere Strukturen abdunkelt.

Es gibt verschiedene Ansétze fiir so eine Hervorhebung.

In den Artikeln von L. P. Clarke, M. Kallergi et. al [CKQ194, QCKC94, QCZ*95] wird
nach einer Rauschfilterung das Hochpassband der ersten Skala einer diskreten Wavelet-
Zerlegung (MSA) mit Spline-Wavelets zur manuellen Detektion von Mikrokalk benutzt.
Dies ergibt einen Kantendetektor, ist also nicht mikrokalkspezifisch.

In [KPSP97] werden verschiedene gerichtete Sobel-Operatoren verwendet, um Gradien-
tenbilder zu erzeugen. Diese werden abhdngig von der lokalen Varianz gewichtet und dann
wieder zusammengesetzt. Die Ergebnisse an Phantomen zeigen gute Frgebnisse fiir pixel-
grofle Strukturen. Dagegen funktioniert das Verfahren nicht fiir groBere Strukturen. Es
werden generell Kanten hervorgehoben, nicht nur Mikrokalk. Als Vorverarbeitungsschritt,
wird deshalb eine Artefaktfilterung durchgefiihrt. Ist die Abweichung eines Pixelwertes
von den umgebenden Werten grofer als ein Schwellwert, so wird er durch den Mittel-
wert ersetzt. Der Schwellwert wird manuell gewé&hlt. Anhand von Phantombildern wird
die Methode durch Mediziner einer ROC-Analyse (vgl. Abschnitt 5.1) unterzogen. Dabei
fiihrt besonders die Artefaktfilterung zu besseren Ergebnissen.

In [YZC196] werden die Koeffizienten einer diskreten Wavelet-Analyse skalenweise gewich-
tet und dann das Bild rekonstruiert. Die Gewichte der Skalen werden durch tiberwachtes
Lernen an einer Trainingsmenge bestimmt.

In [LSFH94, LFY95] wird ein Wavelet-basierter Ansatz zu Hervorhebung von Mikrokalk
vorgestellt, auf den wir in Abschnitt 6.9.3 detaillierter eingehen.

Die Verfahren basieren alle weitgehend auf den Annahmen, dass Mikrokalk heller als
die Umgebung ist und durch Kantenfilter detektiert werden kann. Ersteres ist durch die
deutliche hohere Dichte von Mikrokalk gegeniiber dem umgebenden Gewebe begriindet.
Strukturen wie Mikrokalk lassen sich zwar durch Kantenfilter detektieren, in Beispiel 6.19
zeige ich jedoch, dass mit Hilfe eines angepassten Filters noch bessere Ergebnisse moglich
sind.
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6.3 Hervorhebung mit Frames

Fiir die mathematische Modellierung der Hervorhebung mit Frames identifizieren wir Bil-
der mit kontinuierlichen Funktionen f € B := L*(R?). Bei der praktischen Implementa-
tion wird f € [*(Z?) als diskret abgetastete, kontinuierlich gegebene Funktion verstanden,
wobei der Triger von f in einem rechteckigen Gebiet D C Z? liegt. In Abschnitt 6.4.1
wird die Implementation fiir integrierte Wavelets ausgefiihrt.

Die Grundannahme ist, dass die Operation von £ auf f € L*(R?) kompliziert ist. Ein
klassischer Ansatz ist, eine invertierbare Transformation U : B — H in einen anderen
Hilbert-Raum H zu wihlen, so dass der Operator

E:=UoEoU™!

auf H einfachere Gestalt hat. Im Idealfall wirkt £ nur durch Multiplikation. So wiirde ein
Faltungsoperator £ durch die Fourier-Transformation U = F diagonalisiert.

E
B — B
U\ ‘U‘l
L
H —— H

Wir wahlen als Transformation U die kontinuierliche Wavelet-Transformation der Fukli-
dischen Gruppe mit Dilatation. Diese zerlegt ein Bild in Anteile zu verschiedenen Ska-
len und Orientierungen, indiziert durch die der Transformation zugrunde liegende Di-
latationsgruppe H = R% x SO(2). So ein Multiskalen-Ansatz entspricht der Art und
Weise, wie auch unser Gehirn visuelle Information verarbeitet, indem es Bildinforma-
tion in Anteile auf verschiedenen Skalen und Orientierungen zerlegt [Fie99]. Die diskrete
Wavelet-Transformation erzeugt fiir eine grofie Klasse von Funktionenrdumen eine diinn-
besiedelte Darstellung, d. h. nur wenige Koeffizienten haben grofien Betrag [Mal98]. Dies
lasst darauf hoffen, das sich der Operator E auf Wavelet-Koeffizienten durch einfache,
elementare Operationen beschreiben lasst. Diesen Operator K nennen wir im folgenden
Enhancement-Operator.

Wir rechnen in der Praxis diskret. Als erster Schritt wird der Hilbert-Raum H als Fol-
genraum H = [*(T') {iber einer diskreten Indexmenge I' zu einem Frame U aufgefasst. Der
Frame entsteht durch eine Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation.
Dabei ist die Art der Diskretisierung entscheidend fiir die Eigenschaften des Wavelet-
Frames. Sie bestimmt, welche Eigenschaften der kontinuierlichen Transformation — wie
Vertauschungseigenschaft, stetige Invertierbarkeit und Auswahl an Wavelets — sich auf
den Frame iibertragen. In einem zweiten Schnitt wird dann der zugrunde liegende Raum
B kontinuierlicher Funktionen durch diskrete Funktionen ersetzt.
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Sei I' := {Z? x A x R} eine diskrete Teilmenge der Euklidischen Gruppe mit Dilatation
(. Obiger Hilbert-Raum H ist dann [*(T"). Wir verwenden die Notation & := (a,p) und
g:=(bh)=(bya,p)€Tl.

Algorithmus 6.1 (Hervorhebung in Wavelet-Frames) Sei (1y)ger € L*(R™) ein
Wavelet-Frame, U der zugehorige Frame-Operator. Der iiber die Pseudoinverse U ein-
deutig definierte duale Frame sei (y,)zer (vgl. Abschnitt 2.2).

(i) Zerlege f € L*(R?) in Wavelet-Koeffizienten
WTuf(g) == (fidy), g€l
(1) Wende auf WT,(f) einen Enhancement-Operator E : (2(T') = (2(T') an.
WTi f(g) == EOVTuf(9), g€l
(iii) Rekonstruiere mit dem adjungierten Operator WT™ : (2(T') — L*(R?).

Fratme = WTE f(g)xy-

gel’

Die Komposition der Abbildungen ergibt den Operator E := WT* o E o WT auf dem
Raum der Bilder B.

E
B — B
wrl [ wr
E

Die wesentlichen Komponenten der Hervorhebung sind:

(i) Der Wavelet-Frame WT,. Wir unterscheiden:

a) Das den Frame aufspannende Wavelet ¢. Es bestimmt den Betrag der Wavelet-
Koeffizienten und insbesondere an welchen Stellen lokale Extrema auftreten. Es
spielt die Rolle eines an die gesuchte Struktur angepassten Filters. Lokale Extrema
in den Wavelet-Koeffizienten sind dann Punkte mit grofler Korrelation zwischen
Signal und Wavelet.

b) Die Art der Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation. Hier
lassen sich die Diskretisierung der Skala sowie die Diskretisierung der Translation
und weiterer Operationen wie Rotation getrennt betrachten. Die Diskretisierung
sollte im interessanten Skalenbereich moglichst fein sein.

Wir untersuchen die Konstruktion des Wavelet in Abschnitt 6.4 und die Wahl eines
fiir Hervorhebung geeigneten Wavelet-Frame in Abschnitt 6.5.
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(ii) Der Enhancement-Operator E. Seine Gestalt hangt sowohl von dem gewéhlten
Frame, als auch von dem Ziel der Hervorhebung ab. Wir untersuchen die Konstruk-
tion von Enhancement-Operatoren in Abschnitt 6.7.

(iii) Die Rekonstruktion WT~. Sie bestimmt wesentlich, wie die Wirkung von E auf
f aussieht. Da Frames redundant sind, gibt es verschiedene Méglichkeiten der Re-
konstruktion, die sich durch die Projektion auf Wavelet-Koeffizienten und damit die

Struktur des reproduzierenden Kerns unterscheiden. Wir untersuchen die Wirkung
der Rekonstruktion in Abschnitt 6.8.

Die Wirkung der Hervorhebung ergibt sich erst durch das Zusammenspiel aller Kompo-
nenten.

6.4 Interpretation und Wahl des Wavelets

Es gibt zwei sich ergénzende Interpretationen fiir die Wavelet-Zerlegung und damit fiir
die Konstruktion eines geeigneten Wavelets. Zum einen als signalangepasste Filterbank,
wobei das Wavelet die Rolle des angepassten Filters spielt, zum anderen als diskretisierte
Wavelet-Koeffizienten. Diese Interpretationen sind auch Grundlage fiir die Konstruktion
des Enhancement-Operators. Die Auswahl an Wavelets wird zudem durch die gewéhlte
Diskretisierung eingeschrankt.

6.4.1 Angepasste Filter

Wir betrachten die Konstruktion eines geeigneten Wavelets als Konstruktion eines an
Mikrokalk angepassten Filters. Vergleiche Abschnitt 5.3.1 zur Definition des angepassten
Filters. Die Filterbank ist in diesem Fall ein Detektor. Extrema der Wavelet-Koeffizienten
kénnen als Punkte hoher Korrelation mit Mikrokalk interpretiert werden. Diese Extrema
sollen deshalb prazise lokalisiert werden. Dies fiihrt auf die Forderung nach einer moglichst
feinen Diskretisierung. Die Diskretisierung der Filterbank im Translationsparameter ist
deshalb dquidistant und mit gleicher Weite wie das Signal zu wéahlen. Dies garantiert
optimale Ortsauflésung. Die Diskretisierung in den Skalen wird an das Mikrokalk-Modell
angepasst. Im Fall von Mikrokalkdetektion misst der Skalenparameter R die Grofle des
Mikrokalks. Durch den Rotationsparameter wird die Auspriagung des Mikrokalks in ver-
schiedene Richtungen bestimmt. Die dem Intervall von 0.05 mm bis 1 mm Durchmesser
des Mikrokalks entsprechenden Wavelet-Skalen sollten fein diskretisiert werden.
Betrachten wir die Konstruktion eines an Mikrokalk angepassten Filters . Dabei ist
zum einen die Struktur s von Mikrokalk zu modellieren, wie in Abschnitt 5.2 geschehen.
Weiter wird ein stochastisches Modell N fiir den Hintergrund bendtigt. Wir betrachten
als Hintergrund die Textur des Brustgewebes.

In diesem Abschnitt wird Rauschen durch den Abbildungsvorgang, wie in Abschnitt 5.1
beschrieben ignoriert. Dieses wird in Abschnitt 6.9.1 zur Rauschfilterung separat betrach-
tet.
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Wir folgen der Argumentation in [SH96]. Ein einfaches Textur-Modell (z. B. in [Jai89]) ist
N(t) = m(t) + R(1), t € R%.

Dabei bezeichnet m ein kontinuierliches nichtstationdres Mittel m(¢) := F(H(¢)) und
R ein stationédres Residuum. Das Mittel m kann zum Beispiel mit einem Tiefpass-Filter
geschatzt und von dem Signal X abgezogen werden. Wir modellieren R als ergodische
Zufallsvariable mit der Autokovarianz

— 1’2 1’2
Yr(x1,22) 1= oRpe VI (21, 79) € R%
Die zugehérige Spektralverteilungsfunktion lautet

e R
e

Mit der Gauf-Funktion ¢ als Modell fiir mikrokalkférmige Strukturen lautet das an Mi-
krokalk angepasste Filter nach Definition 5.3

o Plw)

V)= gy = Saegt @), @ e RE
R

In [SH96] wurden anhand der Nijmegen Mammographie-Bilddatenbank Werte fiir o zwi-
schen 0,01 und 0,2 geschétzt. Bei der Arbeit auf hochaufgelosten Réntgenbildern ist der
Wert deutlich grofer. Die in [SH96] angenommene Vereinfachung o — 0 ist daher nur fiir
in geringer digitaler Auflésung vorliegendes Bildmaterial zu rechtfertigen.

Der Mittelwert von v ist gegeben durch ;/A)(O) = 7macyk’. Nur fiir den Fall o = 0 ist
die Funktion 1 zuléssig. Dies entspricht einer Approximation Prr := |w||~2. Das ist die
Autokovarianz eines Brown’schen Prozesses. In diesem Fall gilt

P(w) = og’flw]| 712, (6.2)

Dies entspricht dem in Beispiel 3.14(i) vorgestellten Gauf-Wavelet. Die Konstruktion
eines angepassten Filters fithrt nicht zwingend auf eine zulassige Funktion. Dies ist ein
offensichtliches Problem, welches in [SH96] verschwiegen wird.

Eine weitere grundsétzliche Kritik an der Idee, das Wavelet die Rolle eines angepassten
Filters spielen zu lassen, ergibt sich aus der Operation der Dilatation. Die Motivation
fiir die Verwendung von Wavelets ist, auf elegante Weise eine Filterbank fiir Mikrokalk
in verschiedener Grofle zu generieren. Ist ein angepasstes Filter ¢ fiir mikrokalkférmige
Strukturen einer gewissen Grofle konstruiert, so ist eine Skalierung D, im allgemeinen
kein angepasstes Filter fiir entsprechend skalierten Mikrokalk. Dies folgt, da die Skalierung
nicht nur das Modell ¢ fiir das Signal, sondern auch das Modell fiir den Hintergrund Prpr

skaliert: Da;/z = DD](;:;R' Ein korrekter Ansatz wiirde nur die signalangepasste Funktion s
skalieren, d. h. ;/A)a = g}:i. Die Annahme ;/A)a = Da;/z gilt nur in dem Spezialfall, wenn die

Spektralverteilungsfunktion Prp invariant unter Skalierung ist.
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Der Ansatz fiir eine Filterbank aus verschieden skalierten angepassten Filtern fithrt nur zu
einem Suchraum fiir Maxima. Extrema oberhalb eines Schwellwertes werden interpretiert
als Detektion des Signales an dieser Position und Skalierung. Aus dem Filter-Ergebnis
kann mit dieser Interpretation allein keine weitere Struktur gewonnen werden. Deshalb
ist der Ansatz, ein angepasstes Filter zu konstruierten, welches zusatzlich zuléssig ist
trotz der eben gedauflerten Kritik verlockend, denn dann lésst sich die Filter-Bank auch
als diskrete Wavelet-Koeffizienten interpretieren. Dies erlaubt insbesondere, die Funktion
durch Rekonstruktion zurtickzugewinnen. Die Interpretation der Filterbank als Wavelet-
Koeffizienten betrachten wir in Abschnitt 6.4.2.

Ein an mikrokalkformige Strukturen angepasstes Wavelet

Fiir die Diskretisierung der kontinuierlichen Wavelet-Transformation mit Hilfe integrierter
Wavelets konstruieren wir eine, durch das an Mikrokalk angepasste Wavelet aus Formel
(6.2) erzeugte Filterbank. Seien A := (a;)o<;<}s| streng monoton fallende positive Werte
in R%. Diese erzeugen eine Partition der Skalen, indem dem Index j das Intervall [a;41, a;]
zugeordnet wird. Die Wahl einer fiir Mikrokalk geeigneten Partition (a;) der Skala hangt
von der Digitalisierung und der geometrischen Auflésung des Bildes ab. Das zu diesem
Wavelet gehorende integrierte Wavelet ist rotationsinvariant. Wir verfeinern die Zerlegung
durch eine Partition (1), der Rotation, wie in Abschnitt 3.2.2 beschrieben. Die reellen,
nichtnegativen Bandpass-Filter lauten nach Formel (3.6) im Fourier-Raum und mit dieser
Zerlegung in Richtungsanteile:
Wiw)|* = % (((asllwol)® + 1)em @I — ((ajyfoll)? 4+ 1) D) gy (arg(w)),
(6.3)

w € R?%j e J I e L. Die Randfille sind der Hochpass
=5

= 5 (1= ((allwlly? + D) elen). (6.4)

W) = 5

und der Tiefpass
Tl 2 1 —(a wl|)?
W) = 5 ((anllwl))? + 1)e (ol (6.5)

Die Filter sind in den Abbildungen 3.1 und 3.4 dargestellt. Der Hochpass existiert nur
formal, er ist keine L?*-Funktion. Die Gewichtung der Filter iiber Skalen verdndert sich.
Dies ist bei der Interpretation als angepasster Filter bei dem Vergleich zweier Skalen zu
beachten. Dazu miissen die Filter mit den Faktoren aus Satz 3.19 gewichtet werden.

6.4.2 Diskretisierte Wavelet-Koeffizienten

Ist das Filter zulédssig, kann die Filterbank als diskretisierte Wavelet-Transformation inter-
pretiert werden. Dies ist Grundlage fiir die Konstruktion eines Enhancement-Operators,
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der Eigenschaften der Wavelet-Transformation ausnutzt. Diese Eigenschaften sind ebenso
Motivation fiir in Kapitel 7 untersuchten Merkmale. Dies sind insbesondere:

(i) Maxima-Skelett. Fiir die dyadische Wavelet-Transformation ist bekannt, dass
eine Funktion allein aus dem Maxima-Skelett der Wavelet-Koeffizienten sehr prazise
rekonstruiert werden kann [Mal98]. Damit spielen die Extrema der Wavelet-Koeffi-
zienten, genau wie bei der Interpretation der Transformation als angepasstes Filter,
eine ausgezeichnete Rolle.

Definition 6.2 Ein Punkt (by,ao) € G heifit Skalen-Maximum der Wavelet-
Transformierten Wy f, falls eine Umgebung U von by existiert, so dass fir alle
belU

(WTyf(b,a0)| < |WTyf(bo,ao)|

qilt und
|WTyf(b,a0)| < |WTyf(bo,ao)|

fir alle b € U mit b < by oder alle b € U mitb > by gilt. Fine wegzusammenhdngende
Kurve aus Skalen-Mazima in G wird auch Maxima-Kurve genannt. Die Menge
aller Maxima-Kurven heifit Maxima-Skelett des Wavelet-Koeffizienten.

Ein Skalen-Maximum ist also ein lokales Maximum auf einer festen Skala, welches
einseitig ein striktes lokales Maximum ist.

(i) Dominante Frequenz. Fiir geeignete eindimensionale Signale geben die Maxima
tiber Skalen Auskunft iiber sogenannte instantane Frequenzen in dem Signal f (ridge

detection, vgl. [DEG192, GT94, CHT97, CHT99]). Zugrunde liegt der invers pro-

portionale Zusammenhang zwischen Skala und Frequenz.

In der scale-space Theorie [Net96, Lin98], ein Vorganger der Wavelet-Transformation
in der Bildverarbeitung, werden ebenfalls Extrema tiber Skalen betrachtet. Die scale-
space Zerlegung entspricht der Wavelet-Analyse mit einem Gaufl-Wavelet.

(iii) Lokale Regularitét. Die Interpretation durch Wavelet-Koeffizienten erlaubt Aus-
sagen iiber die lokale Regularitédt des Signales, denn diese ist durch das Abklingver-
halten der Koeffizienten entlang Maxima-Linien charakterisiert [Hol95]. Dies wurde
auch in Abschnitt 3.7 fiir Morlet-integrierte Wavelets untersucht. Dabei spielt die
Zahl der Momente des Wavelets eine wesentliche Rolle, da sie Zahl und Amplitude
der Maxima-Linien bestimmt.

Um bisherige Ansétze zur Hervorhebung zu {iberbieten, sind fiir die Konstruktion des
Enhancement-Operators sowohl die Interpretation als angepasstes Filter, als auch als
Wavelet-Koeffizienten zu verkniipfen. Dies wird in Abschnitt 7.3 demonstriert.
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6.5 Wahl des Wavelet-Frames

Grundlage bildet die kontinuierliche Wavelet-Transformation der euklidischen Gruppe mit
Dilatation. Wir beleuchten Vor- und Nachteile verschiedener Diskretisierungen anhand der
fiir die Anwendung in der Bildanalyse und speziell der Problemstellung der Hervorhebung
gestellten Forderungen.

Die Aufgabe der Bildanalyse ist grundsatzlich verschieden von Problemstellungen wie
Kompression. Im Vordergrund steht dort eine moglichst kompakte Reprasentation, was
auf Basistransformationen wie die diskrete Wavelet-Transformation und Wavelet-Packet
Algorithmen fithrt. Fiir die Analyse interessiert dagegen die Zerlegung des Signales in gut
lokalisierte, aussagekréftige Bausteine. Wir stellen folgende Forderungen an die Diskreti-
sierung.

(i) Translationskovarianz. Fiir die Bildanalyse ist Translationskovarianz von £ zu
fordern, d.h. ET, = T,E, denn das Ergebnis der Hervorhebung soll nicht vom
Ursprung des Signales f abhdngen. Dies ist erfiillt, wenn sowohl der Wavelet-Frame
U als auch der Enhancement-Operator I translationskovariant gewédhlt werden. Ein
Gegenbeispiel ist die Multiskalenanalyse wie in Abbildung 6.2 dargestellt. Einzige
translationskovariante Losung fiir diskrete Signale ist eine Abtastung mit konstanter
Gitterweite iiber alle Skalen, wie in Lemma 2.13 gezeigt.

Alternativ erhalt man eine translationskovariante Transformation, wenn man auf
die lokalen Extrema der Transformierten abbildet. Allerdings hédngen diese vom
Signal ab und sind numerisch schwer zu bestimmen. Damit wird eine Implementation
unpraktikabel.

(ii) Freie Wahl der Diskretisierung des Dilatationsparameters. Skalenkovari-
anz wird fiir geometrische Skalierungen, also im multiplikativen Sinn dquidistante
Abtastung, durch geometrische Abtastung der Skalen erreicht. Dies ist offensichtlich
zu grob, da Objekte wie Mikroverkalkungen in Bildern in beliebigen Gréfien auftre-
ten. Deshalb ist eine feinere Auflésung notwendig. Je feiner die Diskretisierung A
der Skala, um so préziser werden auch Maxima-Linien der CWT lokalisiert.

(iii) Orientierte Filter. Fiir die Hervorhebung gerichteter Strukturen ist der Rota-
tionsparameter wichtig. Verallgemeinerungen fiir héhere Dimensionen iiber Tensor-
produkte sind nicht ausreichend, falls in einem Punkt mehr als eine Richtung detek-
tiert werden muss. Ein Ansatz {iber Tensorprodukt erlaubt nur den Gradienten zu
schétzen. Kreuzen sich aber z. B. zwei Kanten, so liegt der Gradient zwischen den
Kanten, liefert also keine nutzbare Richtungsinformation.

Fiir die Detektion von Mikroverkalkungen in Mammographien sind z. B. Verkal-
kungen und Kreuzungen von Gewebestrukturen zu unterscheiden. Dafiir wird mehr
Richtungsinformation benétigt. In Abschnitt 7.2.3 wird eine Skala-Winkel-Darstel-
lung der kontinuierlichen Transformation vorgestellt, die zeigt, dass sich diese Struk-
turen in Mammographien mit Hilfe des Rotationsparameters der CWT unterschei-
den lassen.
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Eine weitere Anwendung aus der medizinischen Bildverarbeitung, bei der dieses
Problem ebenfalls auftritt, ist die Subtraktionsangiographie, bei der Blutgeféfie ab-
gebildet werden. Um diese zu erkennen, miissen Verzweigungen, also Punkte mit
mindestens zwei verschieden ausgeprégten Richtungen, detektiert werden sein.

(iv) Auswahl an Wavelets. Interpretiert man die Rolle des Wavelet als signalange-
passtes Filter, so ist wesentlich, dass auch geeignete Wavelets zur Verfiigung stehen.
Wir fordern also, dass die bei der kontinuierlichen Transformation gegebene Wahl-
freiheit durch die Diskretisierung nicht zu stark eingeschréankt wird.

(v) Einfache Rekonstruktion. Fiir die Rekonstruktion muss der duale Frame be-
stimmt werden. Dies geht im allgemeinen nur durch iterative Algorithmen, deren
Konvergenzordnung von den Frame-Schranken abhdngt, wie in Abschnitt 2.2 aus-
gefithrt. Feste Frames erlauben eine einfache Rekonstruktion, da Wavelet und Rekon-
struktionswavelet identisch sind. Die Morlet-Rekonstruktion erméglicht alternativ
eine sehr schnelle Rekonstruktion.

Wir untersuchen fiir die in Kapitel 2 und 3 vorgestellten Diskretisierungen der kontinu-
ierlichen Wavelet-Transformation, inwieweit sie die geforderten Eigenschaften besitzen:

Multiskalenanalyse (Diskrete Wavelet-Transformation, DWT)

Die Multiskalenanalyse wurde in Abschnitt 2.1 vorgestellt. Die Skala ist dyadisch dis-
kretisiert, in jeder Skala sind die Translationen nach dem Abtasttheorem von Shannon
mit der kritischen Abtastrate diskretisiert. Das FErgebnis ist eine redundanzfreie Transfor-
mation mit schnellem Algorithmus durch ein Pyramiden-Schema. Die DWT erfiillt keine
Translationskovarianz. Vergleiche dazu auch Abbildung 6.2.

Bemerkung 6.3 Hierzu scheint mir eine generelle Beobachtung angebracht: Das Ergeb-
nis der diskreten Wavelet-Transformation hangt vom Ursprung des Signales ab. Mittelt
man iiber die Wavelet-Transformierte aller Translate eines Bildes, um die Abhangigkeit
vom Ursprung zu beseitigen, erhdlt man die mittlere durch die Transformation erzielte
Lokalisierung.

Statt tiber die Translate des beliebigen Bildes kann genauso iiber die Translate des
Wavelets selbst gemittelt werden. Mittelt man iiber die Multiskalenanalyse aller Translate
Ty, b=277,57¢€{0,... ,n — 1} eines Wavelets v» € W, in einer feineren Skala V,, n > 0,
so entsteht eine eher schlecht lokalisierte Wolke. Deshalb verhalten sich bei Anwendung
der Multiskalenanalyse in der Signalanalyse verschiedene Wavelets im Mittel sehr dhn-
lich. Dies hat zu der vorherrschenden Meinung gefiihrt, die spezielle Wahl des Wavelets
sei nicht weiter relevant.

Diese Beobachtung gilt aber nicht fiir translationskovariante Transformationen. Hier fallt
der verschmierende Effekt weg, die Koeffizienten sind unabhéngig von der Translation
gleich gut lokalisiert. Damit ist die Bedeutung der Wahl des Wavelets hoher. O
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...................... ) I
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Abbildung 6.2: Fehlende Translationskovarianz der Multiskalenana-
lyse. Links: Multiskalenanalyse eines Daubechies-Wavelets (a) mit sich selbst
als Wavelet auf drei Skalen (b),(c) und (d). Da das Wavelet Element der Basis
ist, ist nur ein Koeffizient der Zerlegung ungleich Null. Rechts: Multiskalen-
analyse des um 0.5 verschobenen Daubechies-Wavelets. Dieses ist nicht mehr
Element der Wavelet-Basis. Sowohl innerhalb der Skala 0, also auch iiber Ska-
len hinweg ist die Lokalisierung verloren, der betragsgrofite Koeffizient liegt
sogar auf einer falschen Skala. Die Abbildung ist [SFAH92] entnommen.

Die DWT bietet auch keine Freiheit bei der Diskretisierung der Skala. Die Diskretisie-
rung schréankt weiter die Auswahl an Wavelets deutlich ein. Angepasste Filter lassen sich
héchstens ndherungsweise finden. Die mehrdimensionale Verallgemeinerung iiber Tensor-
produkt erlaubt nur eingeschréankte Richtungsinformation.

Die DWT ist damit fiir die prazise Bildanalyse fiir Mikrokalkdetektion nicht geeignet. In

diese Kategorie fallen auch andere Basistransformationen wie biorthogonale Wavelets und
Wavelet Packets.

Dyadische Wavelet-Transformation (DyadWT)

Wir betrachten den zweidimensionalen Mallat-Algorithmus mit dyadischer Skala und se-
parablen Wavelets, wie in Kapitel 2.3 eingefiithrt. Die Translationen sind unabhéngig von
der Skala dquidistant diskretisiert, die DyadWT ist translationskovariant. Die Skala kann
theoretisch flexibel diskretisiert werden. Eine feinere Diskretisierung, wie z. B. durch in-
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terpolierende Skalen, fithrt aber zu dem Problem, dass das die Rekonstruktion tiber den
dualen Frame i. a. nur noch iterativ bestimmt werden kann. Ebenso wie bei der DW'T kann
als Richtungsinformation nur der Gradient bestimmt werden. Die Auswahl an Wavelets
ist etwas grofer als bei der DWT.

Iterative Algorithmen wie die DyadWT sind bei groflen Daten im Nachteil, da fiir die
Berechnung der Skala n auch alle groberen Skalen mit berechnet werden miissen. Liegen
die fiir die Aufgabe interessanten Skalen z.B. in den Skalen 4 bis 6 einer Pyramide,
so miissen 3 uninteressante Bander berechnet und fiir die Rekonstruktion gespeichert
werden. Bei der Anwendung auf Mammographien, die ca. 40MB grof sind, ein enormer
Speicherverbrauch. Dieser Aufwand entfallt bei einer Diskretisierung, die eine flexible
Wahl der Skalen ermoglicht, da man sich dort auf die Berechnung der fiir das Problem
wesentlichen Skalen beschrénken kann.

Integrierte und Morlet-integrierte Wavelet-Transformation

Diese wurden in Kapitel 3 definiert. Die Translationen sind unabhédngig von der Skala dqui-
distant diskretisiert. Die integrierte WT bietet eine flexible Diskretisierung von Skalen-
und Rotationsparameter bei einfacher Rekonstruktion. Damit ist die groftmogliche Frei-
heit gegeben. Theoretisch hat man eine groflie Auswahl an Wavelets, da fiir bandbe-
schrankte Wavelets unabhingig von der Diskretisierung immer ein fester Frame entsteht.
Ein Problem ist aber die Berechnung expliziter Formeln fiir die praktische Umsetzung.
Die Morlet-integrierte WT zeichnet sich dariiber hinaus durch eine besonders einfache
Rekonstruktion durch Summation der Skalen aus. Bei der Morlet-integrierten W'T' sorgt
die einfache Rekonstruktion fiir praktische Restriktionen an die Gestalt des Wavelets,
da Modifikationen der Wavelet-Koeffizienten durch den Enhancement-Operator bei der
Rekonstruktion direkt in das Bild iibernommen werden. Problematisch ist hier die Ent-
stehung von Artefakten bei der Rekonstruktion, z. B. wenn der Enhancement-Operator
nur auf Maxima operiert.

Redundante Filterbankansitze

Es gibt weitere Konstruktionen fiir feste Frames. Diese basieren auf Abwandlungen des
Filterbank-Schemas und nutzen damit die Vorteile eines schnellen Pyramidenalgorithmus.
Die zwei prominentesten sind:

o [este Wavelet-Frames lassen sich durch die Vereinigung mehrerer Wavelet-Basen
erzeugen. Aus diesem Ansatz hat N. G. Kingsbury [Kin99] die dual-tree Wavelet-
Zerlegung (auch Quasi-Wavelet Frames genannt) entwickelt, die aus zwei Wavelet-
Basen der DWT zusammengesetzt ist. Die dadurch eingefithrte Redundanz ermég-
licht ndherungsweise Translationskovarianz der Transformation.

o Fine Filterbank fiir eindimensionale Signale besteht in der Regel aus zwei Filtern,
die so gewahlt sind, dass sich ein Signal aus den um Faktor 2 sub-gesampelten Fil-
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terantworten eindeutig rekonstruieren lasst. Bei der DW'T sind dies die Skalierungs-
funktion ¢ und das Wavelet ¢>. Dies erlaubt eine redundanzfreie Signaldarstellung.

Eine redundante Transformation erhalt man, indem man einen zusétzlichen Filter
9 hinzufiigt. Der entstehende Freiheitsgrad in den Skalierungsgleichungen kann fiir
zusitzliche Bedingungen wie naherungsweise Translationskovarianz genutzt werden.
Dieser Ansatz, auch framelets genannt, wurde von A. Ron und Z. Shen [RS97, Ron98]
wie auch I. W. Selesnik [Sel99] untersucht.

Beide Ansétze weisen eine geringere Redundanz als die dyadische Wavelet-Transformation
auf. Wéhrend bei der Konstruktion von N. G. Kingsbury die Redundanz der Transforma-
tion mit der Dimension wéchst, ist sie bei der zweiten Konstruktion beschrankt.

Nachteil dieser Ansiatze fiir die Bildanalyse ist aber, dass die als Wavelet verwendeten
Filter unterschiedlich aussehen, also eine Interpretation als Wavelet-Koeffizienten schwer
moglich ist. Ebenso ist die Diskretisierung der Skala fest durch das Pyramidenschema
vorgegeben.

Fazit

Die variable Diskretisierung der Skala ist fiir die prézise Detektion von Mikrokalk be-
sonders vorteilhaft. Damit kann der interessante Skalenbereich fein diskretisiert werden,
wahrend uninteressante Intervalle zusammenfasst werden. Deshalb erscheint die inte-
grierte Wavelet-Transformation die fiir die Aufgabe der Hervorhebung am besten geeignete
Diskretisierung zu sein. Wir priifen diese Vorhersage in Abschnitt 6.9 an Beispielen.

6.6 Diskreter Algorithmus

In Kapitel 3 zur integrierten Wavelet-Transformation wurde nur die Diskretisierung der
der Wavelet-Transformation zugrunde liegenden Dilatationsgruppe betrachtet. Fiir die
Implementation muss von einer diskret gegebenen Funktion aus [*(Z2,) ausgegangen wer-
den. Wiirde man in der Wavelet-Transformation den Raum L?(R?) durch den Hilbert-
Raum [?(Z?2) ersetzen und eine diskrete Wavelet-Transformation definieren, ergiben sich
sofort Probleme mit der Dilatation, da nun eine Gruppe H gefunden werden miisste, die
auf Z?2 operiert. Wir gehen einen anderen Weg und nutzen statt dessen die Diskretisierung
der kontinuierlichen Transformation durch integrierte Wavelets, wie in Kapitel 3 beschrie-
ben. Damit erhalten wir auch fiir diskrete Funktionen einen exakten Algorithmus. Das
(Morlet-)integrierte Wavelet W/ zu ¢ € L?(R?) N L*(R?) wird dazu durch Abtasten im
Fourier-Raum als Funktion aus [*(Z2) aufgefasst.

Definition 6.4 Bezeichne F die Fourier-Transformation auf Z? . Die diskrete Morlet-
integrierte Wavelet-Transformation WT [autet fiir f € (*(Z2)) und Morlet-zulissi-
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ges ¥ € LA(R*) N LY(R?):
WTM  1(Z2) — 1(Z2, < J x L)

[ P (Ff-@?> (b), jeJleL,bel”

Lemma 6.5 Fir die diskrete Morlet-integrierte Wavelet-Transformation gilt die Rekon-
struktion

=Y > WrMf(b,j.1), VbeZl. (6.6)

JEZ leL

BEWEIS Dass weiterhin eine exakte Rekonstruktion moglich ist, liegt daran, dass die
verwendeten Wavelets W/ im Fourier-Raum punktweise eine Partition der Eins bilden.

Es gilt nach (3.18) fiir alle w € R? die Identitdt 3., > @(w) = 1. Dies gilt erst recht
fiir die Teilmenge Z?2 des R?. Insbesondere ist keine zusétzliche Bedingung an ¢ notwendig.
Formel (6.6) folgt dann direkt aus der Linearitat der (diskreten) Fourier-Transformation

F. O

Bemerkungen 6.6

(a) Es ist zu beachten, dass die abgetasteten diskreten Filter deutlich andere Eigen-
schaften als die kontinuierlichen haben kénnen, falls die Abtastbedingung verletzt
wird. Dies ist insbesondere bei der Wahl der Partition der Skalen zu beachten.

(b) Es gilt

<f, TbF—1@> — [ PTNH(b) = p (Ff : ﬁ) b), beZ:. (6.7

In Formel (6.7) wird deutlich, dass es sich nicht um die Wavelet-Transformation
zu einer diskreten Gruppe handelt. Beim Abtasten entsteht ein Fehler im Zeitbe-

reich, da F'~1W7! im allgemeinen von der Einschrankung von W/! auf Z2 abweicht.
Wir bezahlen die exakte Rekonstruktion also wieder mit approximierten Wavelet-
Koeffizienten, vgl. auch Abschnitt 3.5. Dies féllt fiir die Anwendung in der Mam-
mographie aufgrund der grofien Bildmatrizen nicht ins Gewicht.

Analog gilt fiir die integrierte Wavelet-Transformation die folgende Diskretisierung.

Definition 6.7 Die diskrete integrierte Wavelet-Transformation W14 [qutet fiir
f e l}(Z2) und zulissiges ¢ € L*(R?) N L'(R?):

Wit (Z2) — P22, x J x L)

m—

fHFJ(Ff*I”‘”)(b), jeSIELbeEL,
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Lemma 6.8 Fir die diskrete integrierte Wavelet-Transformation gilt die Rekonstruktion

=% <WTij(o,j,l),T$F‘1@> . Yeez™ (6.8)

JEL 1EL )

BEWEIS Nach (3.7) gilt fiir alle w € R? die Identitit 3,0, 3, [W54(w)|” = 1. Dies gilt
erst recht fiir die Teilmenge Z?2, des R% Formel (6.8) folgt dann aus der Linearitit der
diskreten Fourier-Transformation F. Es gilt fiir € Z,,:

» <WT$If(x,j, ), TIF‘1@>P%) =y ) ! (Ff i @) (2)

JEZ leL JEZ leL

= p (Ff SN e

jez lel

) (x) = f(x)

a

Es stehen somit diskrete Algorithmen zur Berechnung der (Morlet-)integrierten Wavelet-
Transformation zur Verfiigung.

6.7 Der Enhancement-Operator

Dieser Abschnitt zeigt allgemeine Forderungen an die Gestalt von E auf, welche sich als
Einschrankungen aus der Wahl des Wavelet-Frames sowie der Zielstellung der Hervorhe-
bung ergeben. Weiter werden verschiedene Typen von Enhancement-Operatoren unter-
schieden.

Forderungen an den Enhancement-Operator

Die Operation von F fiihrt i.a. aus dem Bild Im(U) C {*(T') der Transformation heraus.
Bei der Rekonstruktion geht der im orthogonalen Komplement von Im(U) liegende Teil
der Operation verloren. Je besser F innerhalb des Bildes operiert, um so eher lassen sich
verschiedene Enhancement-Operatoren hintereinander schalten. Die gilt insbesondere fiir
die Rauschfilterung. Deshalb interessieren Enhancement-Operatoren, die innerhalb Im(U)
operieren.

Leider steht das Ziel, den Operator F lokal zu definieren, im Widerspruch zu dieser
Forderung. Aus Satz 1.21 folgt, dass eine Operation innerhalb Im(U') zwingend erfordert,
die Koeffizienten auf einer nichtkompakten Menge zu &ndern. Oder anders formuliert:
Wird ein einzelner Wert des Wavelet-Koeffizienten modifiziert, impliziert dies, dass bei
Projektion von [*(T") auf Im(U) eine nichtkompakte Menge an Koeffizienten gedndert wird.
Deshalb schwéchen wir die Forderung ab. Es sollten zumindest die folgenden notwendigen
Kriterien erfiillt sein:
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Bedingungen des Wavelet-Frames an F

(i)

(iii)

Stetiges Bild. Wavelet-Koeffizienten WT,, f sind stetig in G und, abhéngig vom
Wavelet, bis zu einer gewissen Ordnung differenzierbar. Daraus folgt, dass das Bild
von I zumindest stetig sein soll. Analog sollte der Grad der Differenzierbarkeit des
Bildes unter £ dem des Wavelets ¥ entsprechen. Diese Stetigkeit wird bei Opera-
tion auf Frame-Koeffizienten U, g € I' allerdings nur diskret wiedergegeben. Eine
geeignete Bedingung an F ist, dass sich der Operator E : [*(I') — [*(T') zu einem
Operator E’ : L*(G) — C(G) N L*(T') fortsetzen lasst. Dies ist z. B. der Fall, wenn

E eine stetige Punktoperation ist.

Ein experimentelles Argument fiir diese Forderung ist z. B. das bessere Abschneiden
des soft-threshold Verfahrens (stetiges Bild) gegentiber dem hard-threshold Verfahren
(unstetiges Bild) bei der Rauschfilterung in redundanten Wavelet-Frames.

Antisymmetrie. Wavelet-Skalen haben verschwindenden Mittelwert. Nimmt man
an, dass das Histogramm der Wavelet-Koeffizienten einer Skala symmetrisch um Null
ist, so wird diese Eigenschaft durch Antisymmetrie der Operatoren FE; erhalten.

Diese Annahme wird von 5. Mallat fiir Bilder mit Naturaufnahmen gemacht und
durch Experimente, z. B. von [Wou98], begriindet. Diese zeigen, dass sich das Hi-
stogramm der Wavelet-Koeffizienten auf einer Skala sehr gut durch Familien verall-
gemeinerter Gauf-Funktionen der Art h(u) = K e~ (ul/2)” approximieren lasst.

Invariante Phase. Sind die Wavelet-Koeflizienten komplexwertig, so ist eine Ope-
ration von E nur auf dem Betrag vorteilhaft, um Artefakte bei der Rekonstruktion zu
vermeiden. Der Betrag der Wavelet-Koeffizienten codiert nur die Intensitét, wahrend
in der Phase auch die Form und Lokalisierung des Wavelets codiert sind.

Ziel der Hervorhebung und die Wahl von E

Wie ist F zu wihlen, um fiir die Hervorhebung von Strukturen geeignet zu sein? Typisch
in der Bildverarbeitung sind Invarianzbedingungen, die ein Verfahren robuster gegen feh-
lende Normierung der Bilddaten machen. Wir interessieren uns speziell fiir Hervorhebung
von Mikrokalk. Resultierende Forderungen an E sind:

(i)

(i)

(iii)

Translationskovarianz. Wie oben bereits fiir den Frame gefordert, muff £ trans-
lationskovariant sein, damit das Ergebnis der Hervorhebung nicht vom Ursprung

des Signales f abhangt.

Homogenitat. Das Ergebnis soll nicht von der Normierung des Bildes abhéngen,
es muf also gelten E(lx) = [E(x), fiir alle [ € R\ {0}. Dies betrifft insbesondere

Schwellwertoperationen.

Keine Artefakte einfiihren. Ziel der Hervorhebung ist in unserem Fall, Mikro-
kalk sichtbar zu machen. Damit das Bild weiterhin interpretierbar bleibt, sollen keine
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neuen Strukturen (Artefakte) entstehen, was auf die Forderung nach Monotonie der
Operation von E auf dem Bild fiihrt.

Eine sinnvolle Forderung an FE ist hier Monotonie. In diesem Fall erhédlt £ das
Maxima-Skelett des Wavelet-Koeffizienten (vgl. Definition 6.2), welches die Funktion
lokal charakterisiert. Allerdings ist das nur eine Motivation, da auch eine monotone
Anderung des Betrages der Wavelet-Koeffizienten nach Rekonstruktion theoretisch
beliebige Effekte hervorrufen kann. (Die Rekonstruktion von f ist eine Summe von
Koeffizienten, Monotonie von E zieht sich nicht durch die Summation.)

Ebenso soll durch £ Rauschen nicht verstarkt werden. Dies betrifft vor allem kleine
Wavelet-Koeffizienten. Ein Verfahren zur Rauschfilterung legt den Operator E fiir
kleine Wavelet-Koeffizienten fest. Man kann dies auch als Komposition einer Rausch-
filterung auf Wavelet-Koeffizienten mit darauf folgender Hervorhebung betrachten.

(iv) Keine Strukturen entfernen. Das Hervorheben soll nicht auf Kosten anderer
Strukturen stattfinden. So sollen z.B. in einer Mammographie Kanten und lokale
Extrema erhalten bleiben. Analog obiger Argumentation kann daraus die Forderung
nach strenger Monotonie von E durch ein Erhalten des Maxima-Skeletts motiviert
werden.

Arten von Enhancement-Operatoren

Wir unterscheiden verschiedene Arten von Enhancement-Operatoren abhéngig von ihrer
Komplexitat.

Skalenweise Operation
Definition 6.9 Wir nennen F skalenweiser Enhancement-Operator, falls

E = (E,)aeca , wobei B, : I*(Z* x R) — *(Z* x R)

Es wird jeweils nur Information innerhalb einer Skala ¢ € A genutzt. Bei Skalen variabler
relativer Breite a;/a;i1, wie bei der integrierten Wavelet-Transformation der Fall, sind
die Skalen vor Anwendung des Enhancement-Operators geeignet zu normieren, wie in
Abschnitt 3.2.1 ausgefiihrt.

Diese Herangehensweise ist dadurch motiviert, dass die Koeffizienten zu jeder Skala wieder
als Bild aufgefasst werden kénnen. Damit lassen sich aus der klassischen Bildverarbeitung
bekannte Operatoren auf die Skalen tibertragen. Die Forderung nach Translationskovari-
anz des Enhancement-Operators kann so leicht erfiillt werden.

Typische Vertreter translationskovarianter Operatoren sind Punktoperation und lokale
Operation. Ein Operator E ist eine Punktoperation auf [*(T), falls £ := (E');er mit
E' . C — C. Eine Punktoperation beriicksichtigt keine Nachbarschaften, gleiche Grau-
werte werden auf gleiche Bildwerte abgebildet. Dies ist die einfachste Art eines nichtlinea-
ren Operators. Fin Beispiel fiir einen skalenweisen Enhancement-Operator, der innerhalb
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einer Skala eine Punktoperation ist, ist die in Abschnitt 6.9.2 untersuchte parametrische
Kontrastverbesserung.

Punktoperationen beriicksichtigen keine Nachbarschaften und erlauben daher keine an die
umgebende Struktur angepasste Operation. Dies leistet ein lokaler Operator, der auf
einer Nachbarschaft definiert ist und ebenfalls translationskovariant ist. Beispiele fiir eine
lokale skalenweise Operation sind die in Abschnitt 6.9.1 vorgestellte Rauschfilterung sowie
die in Abschnitt 6.9.3 untersuchte Spot-Hervorhebung.

Bei skalenweiser Operation tritt das Problem auf, dass die Gewichtung der Operatoren F,
ungiinstig sein kann und die Hervorhebung in einer Skala ay ungewollt alle anderen Skalen
A\ {ap} dominiert. Dieses Problem tritt deutlich bei den Beispielen der parametrischen
Kontrastverbesserung sowie der Spot-Hervorhebung auf.

Skaleniibergreifende Operation

Wesentlich fiir die Interpretation der Wavelet-Koeffizienten ist der Zusammenhang iiber
Skalen, wie in Abschnitt 6.4.2 ausgefithrt. Die Vorteile dieser Interpretation, z.B. die
Abklingordnung entlang der Skalen, kann bei skalenweiser Operation nicht ausgenutzt
werden.

Wir entwickeln in Abschnitt 7.3 des nichsten Kapitels einen Operator zur Hervorhebung
von Mikrokalk, der skaleniibergreifende Information ausnutzt.

6.8 Rekonstruktion

Bei einer Basistransformation wie der diskreten Wavelet-Transformation bewirken Ande-
rungen der Wavelet-Koeffizienten, wie z. B. Schwellwert-Operationen, direkte Resultate
auf der Funktion f, da die Transformation bijektiv auf den zugehérigen Rdumen ist. Bei
redundanten Frames dagegen ist Im(U) ein echter Teilraum von (*(T'), vgl. Abschnitt 2.2.
Wir verlassen durch den Operator E : [*(T') — [*(T') also i.a. den Bildraum der Trans-
formation. Bei einer Rekonstruktion durch Orthogonalprojektion geht der auf Im(U)*
operierende Anteil von F verloren. Im ungiinstigsten Fall wird die Wirkung von E kom-
plett von der Projektion geschluckt.

Fiir die Rekonstruktion besteht gewisse Wahlfreiheit, da die Zerlegung redundant ist.
Andere Rekonstruktionswavelets als das duale Wavelet zu benutzen bedeutet, dass die
Operation von E auf Im(U)* in die rekonstruierte Funktion eingeht. In jedem Fall besteht
Interesse an einer interpretierbaren Rekonstruktion, um die Wirkung des Enhancement-
Operators vorhersagen zu kénnen. Wir betrachten speziell drei Rekonstruktionen.

(i) Frame-Rekonstruktion. Hier wird fiir die Rekonstruktion der, in Abschnitt 2.2
eingefiihrte, duale Frame ¢ verwendet.

Die Rekonstuktion mit dem dualen Frame entspricht der Komposition der Orthogo-
nalprojektion P : [*(I') — Im(U) mit der Inversen von U auf Im(U). Die Orthogo-
nalprojektion von [*(T") auf das Bild Im(U) des Frames (¢;);er ist nach Prop. 2.10

159



(i)

(iii)

gegeben durch den Operator P : [*(T') — (*(T),

Pa(n) := U0 a(n) =Y «(p){@p n).

pel’

Es gilt:

Lemma 6.10 Sei F' := 6, € L*(T) fir ein go € I' in einem festen Frame. Dann
hat P(F') in go ein globales Mazimum.

BEWEIS Der Beweis folgt aus der Projektion in Frames (2.5) und der Cauchy-
Ungleichung (¢, U,x0) < |[2||3 fiir alle g # 1. O

Dieser einfache Zusammenhang motiviert die lokale Definition von Enhancement-
Operatoren auf Frames.

Morlet-Rekonstruktion. Die Voraussetzung der Morlet-Zulassigkeit an das Wave-
let erlaubt nach Abschnitt 3.4 die diskrete Rekonstruktion durch Summation der
Skalen

FO)y=>"3 WTuf(b4.l), bez™

J€J lel

Wesentlicher Vorteil ist die im Gegensatz zu Faltungen extrem schnelle Berechnung
durch Addition der Skalen. Die Summation geschieht punktweise fiir b € Z™. Damit
ist die Hervorhebung auf jeder Skala gleichwertig. Die Modifikation von Wavelet-
Koeffizienten lésst sich bei dieser Rekonstruktion daher einfach interpretieren. Ein
Nachteil gegeniiber einer klassischen Rekonstruktion durch den adjungierten Ope-
rator ist die fehlende Glattung. Durch einen Enhancement-Operator mit unstetigem
Bild erzeugte Artefakte werden in das Bild tibertragen.

Rekonstruktion aus Extrema. Diese Rekonstruktion von 5. Mallat und S. Zhong
[MZ92] sei als Alternative kurz zitiert. Sie nutzt fiir die Rekonstruktion nur das
Maxima-Skelett der Wavelet-Koeffizienten, wie in 6.2 definiert. Durch alternierende
Projektionen zwischen dem Raum WT(L*(R)) C L*(I') der dyadischen Wavelet-
Transformierten und dem Raum der Funktionen in L*(T'), deren Maxima mit denen
von WT{f) iibereinstimmen, wird das Signal f ndherungsweise rekonstruiert. Dabei
liegt der Rekonstruktionsfehler im Bereich der Rechengenauigkeit.

Diese Rekonstruktion ist interessant, da sie erlaubt, sich bei der Definition des
Enhancement-Operators auf das Maxima-Skelett zuriickzuziehen. Ein Nachteil ist
die aufwendige, iterative Berechnung.
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6.9 Beispiele

Im folgenden werden verschiedene Enhancement-Operatoren diskutiert. In Abschnitt 6.9.1
wird ein Operator fiir die adaptive Rauschfilterung vorgestellt. Neu ist dabei die Anwen-
dung auf Morlet-integrierte Wavelet-Koeffizienten. Es folgt in Abschnitt 6.9.2 die parame-
trische Kontrastverbesserung. Dies ist ein Beispiel fiir einen skalenweisen Punktoperator.
Die in Abschnitt 6.9.3 behandelte Spot-Hervorhebung verfeinert diesen Ansatz um Rich-
tungsinformation.

Nach den theoretischen Uberlegungen in Abschnitt 6.5 erlaubt die integrierte Wavelet-
Transformation die fiir die Hervorhebung von Mikrokalk optimale Diskretisierung. Diese
Vorhersage wird anhand von Beispielen iiberpriift.

Keiner der in diesem Abschnitt behandelten Operatoren nutzt skaleniibergreifende Infor-
mation. In Kapitel 7 werden skalentibergreifende Merkmale auf Wavelet-Koeffizienten un-
tersucht. Frst daran anschliefend wird in Abschnitt 7.3 ein neuer, auf diesen Ergebnissen
sowie der Spot-Hervorhebung aufbauender Operator zur Hervorhebung mikrokalkférmiger
Strukturen konstruiert.

Im folgenden sei n > 0 und das Bild als Funktion auf Z? gegeben. Die Indexmenge des
Frames sei I' := Z2 x J x L mit b € Z2, j € J :=10,1,...,Jmax}, | € L. Die Wavelet-
Koeffizienten lauten WT, f(b, ,1). Fiir die Abbildungen wurde n = 256 oder n = 512
gewahlt. Fir die Beispiele ist j,.. = 4, d.h. es gibt einen Tiefpassfilter 7 = 0, drei
Bandpass- und einen Hochpassfilter j = j,,4,. Bei der dyadischen Wavelet-Transformation
gibt es zwei Richtungsfilter L = {l,,[,}. Fiir die (Morlet-)integrierte Transformation wer-
den fiir die Spot-Hervorhebung in Abschnitt 6.9.3 ebenfalls zwei Richtungsfilter verwendet,
fiir Rauschfilterung und parametrische Kontrastverbesserung werden isotrope Wavelets
benutzt.

6.9.1 Rauschfilterung

Mammographien haben einen hohen Rauschanteil. Die Quellen fiir Rauschen in Mammo-
graphien wurden in Abschnitt 5.1 zusammengestellt. Die Rauschfilterung ist ein wichtiger
Vorverarbeitungsschritt fiir die Hervorhebung mikrokalkférmiger Strukturen in Mammo-
graphien. Dies wird spéter in Beispiel 6.22 demonstriert.

Ein klassisches Wavelet-basiertes Verfahren zur Rauschfilterung ist eine Schwellwertope-
ration auf den Koeffizienten einer Multiskalenanalyse, wie in Abschnitt 5.4 vorgestellt.
Die im folgenden vorgestellte Rauschfilterung operiert dagegen auf Wavelet-Koeffizienten
der dyadischen bzw. Morlet-integrierten Transformation, also auf redundanten Frames.
Grundlage bilden die in Abschnitt 5.4.3 auf Frames iibertragenen theoretischen Resultate
zur Rauschfilterung.

Die Rauschfilterung in Frames bietet zwei Vorteile: Zum einen zeigen wir, dass sich auf
redundanten Frames gegeniiber Wavelet-Basen deutlich bessere Resultate erzielen lassen.
Zum anderen werden wir spéater die (Morlet-)integrierte Transformation fiir die Hervor-
hebung von Mikrokalk verwenden. Da diese Transformation sich, wie wir hier zeigen,
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auch fiir Rauschfilterung eignet, ist es moglich, Rauschfilterung und Hervorhebung im
Wavelet-Raum direkt hintereinander auszufithren. Dies erspart, im Gegensatz zu zwei se-
paraten Schritten, die Wavelet-Rekonstruktion nach der Rauschfilterung und die folgende
Wavelet-Zerlegung vor Anwendung des Operators zur Hervorhebung.

Wir gehen von der Annahme aus, dem Signal s ist additiv weifles GauBl-verteiltes Rauschen
N mit variabler Varianz (oy),ez2 iiberlagert, also

f=s+ N.

Dies entspricht nicht dem physikalischen Modell des Poisson-verteilten Quantenrauschen
in Rontgenaufnahmen. Da sich jedoch, wie in Abschnitt 5.1 ausgefiihrt, verschiedene Quel-
len fiir Rauschen tiberlagern, ist dies eine akzeptable Vereinfachung.

Definition 6.11 Seidy : RT — R™,

. x—=T falls x> T,
dT(x)(bvjvl) = {0 falls © <T

Als lokale Rauschfilterung mit soft-threshold bezeichnen wir den Operator D :
() — (1),

D(F)(b, 5, 1) := arg(F (b, j,1))dr, (I F(b, 5, D)]]),
wobei F' € I*(T') und (b, 7,1) € T'. Die Schwellwerte sind definiert als
Tb,j,l = 30‘57]‘71. (69)

Sei I' = WTyf. Dann bezeichne oy ;; die Standardabweichung des Rauschens im Koeffi-
zienten WTy f in (b, 7,1).

Die lokale Rauschfilterung mit soft-threshold ist ein Beispiel fiir einen skalenweisen lokalen
Enhancement-Operator. Betragskleine Koeffizienten werden abhéngig von einem Schwell-
wert Ty ;; geloscht. Die restlichen Koeflizienten werden um den Betrag des Schwellwertes
T, ;1 verringert. Damit ist das Bild D(F') stetiger Funktionen F' selbst stetig, wie in Ab-
schnitt 6.7 gefordert. Dies ist auch der Grund, warum das hard-threshold, welches ein
unstetiges Bild produziert, nicht betrachtet wird.

D ist aufgrund der Operation auf Funktionswerten translationskovariant und aufgrund der
funktionsabhéngigen Definition der Schwellwerte in (6.9) homogen, d.h. unabhéngig von
der Normierung des Bildes. Da D antisymmetrisch ist, wird der Mittelwert der Wavelet-
Koeffizienten naherungsweise erhalten.

Der nach Satz 5.14 fiir optimale Rauschfilterung theoretisch optimale Schwellwert ist
Ty 0= V2Inn?0; ;. Jedoch geht dabei auch ein grofler Anteil des Signales verloren. Der
kleinere Faktor 3 hat sich durch Experimente als fiir die Praxis geeignet eingebiirgert
[Mal98]. Wir iibernehmen diese Heuristik fiir redundante Wavelet-Frames.
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Bemerkungen 6.12

(a)

Berechnung der Varianz in den Wavelet-Skalen. Da wir mit einem redun-
danten Wavelet-Frame rechnen, ist das Rauschen in den Wavelet-Skalen korreliert.

Sei das Rauschen N schwach stationar mit Varianz o2.

Die Wavelet-Skala wird als Faltungsprodukt des Signales f mit dem Wavelet be-
rechnet,

WTuf(by,1) = (s + N) % Wil(b) = WTys(b, 7, 1) + Ni,

mit dem Rauschanteil N;; := N % Wil in der Skala (7,1). Fiir schwach stationéres
Rauschen N multiplizieren sich die Varianzen, es folgt

y
Ug,j,l = || "122(2%) -0’

Es ist also die Varianz in jeder Skala mit der Norm H\I/j’lle(Z%) des abgetasteten
Filters aus Abschnitt 6.6 zu gewichten.

Schétzen der lokalen Varianz. Bei Mammographien ist der Rauschanteil nicht-
stationdr. Die Varianz o} des Rauschens N ist i. a. nicht bekannt und muss geschétzt
werden. Dazu kann ein lokaler Varianzschétzer verwendet werden. Fiir die Berech-
nung der Abbildungen zu Beispiel 6.14 wurde folgender einfacher Schétzer verwen-
det, bei dem die lokale Varianz o3, ;; des Rauschens direkt in den Wavelet-Skalen
geschitzt wird. Sei U(b) eine punktierte Umgebung von b € Z2. Im folgenden Bei-
spiel wird dazu eine 5 x5 Nachbarschaft gewdhlt. Der lokale Kontrast einer Funktion
f auf Z2 ist definiert durch

Cb) = 1(8) = 7 3 S0

el

Sei f:= WTI(.,J,l). Dann ergibt sich folgender Schatzer fiir die Varianz in Skala j, {:

. 1
%2,]‘,1 = M Z C(b/)za

b'eM

wobei M eine Nachbarschaft von b ist. Diese Nachbarschaft sollte dem Trager des
Wavelets auf der Skala entsprechen. Fiir das folgende Beispiel mit Gaufl-Wavelets
wird eine s; x s;-Umgebung gewéhlt, mit s; dem Doppelten der Varianz des Gauf}-
Wavelets auf der Skala. Es gibt auf Heuristiken beruhende Varianten dieses Ansatzes,

vgl. [Kar93, Ohl96], die Varianz des Rauschens zu schéitzen.

Kennlinie. Die Varianz des Rauschens hangt bei Mammographien stark von der
Signalintensitat ab, wie von N. Karsemeijer [Kar93] ausfiihrlich untersucht. Anhand
einer Kalibrierungsaufnahme kann mit obigem Schétzer eine Kennlinie berechnet
werden, welche Grauwerten die geschatzte Varianz der Rauschens zuweist. Dies er-
spart die fehleranfillige und zeitraubende Schatzung der Varianz in dem jeweiligen
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Bild. Grundlage fiir so ein Vorgehen ist ein normierter Bildbestand, d.h. die An-
nahme, dass die Kennlinie auf alle Bilder zutrifft. Fiir die von N. Karsemeijer zusam-
mengestellte Nijmegen Mammographie-Bilddatenbank sind die dafiir notwendigen
Daten verfiighar.

Beispiel 6.13 (Vergleich verschiedener Wavelet-Frames) Abbildung 6.3 zeigt die
Rauschfilterung an einem Testbild f (Bild 6.3(a)), dem weifles, GauB-verteiltes Rauschen
N bekannter Varianz o3 iiberlagert ist (Bild 6.3(b)). Es wird die Rauschfilterung mit
diskreter, dyadischer und Morlet-integrierter Transformation verglichen. Zur Definition
der Algorithmen siehe die Abschnitte 2.1, 2.3.3 und 6.6. Fiir die diskrete Transformation
wird ein Daubechies-4 Wavelet verwendet, fiir die dyadische ein Spline-Wavelet erster
Ordnung und fiir die Morlet-integrierte Transformation ein Gaufl-Wavelet. Die Wahl des
Wavelets spielt fiir die beobachteten Unterschiede eine untergeordnete Rolle. Die zu der
Abbildung gehérenden Ergebnisse sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst.

Durch soft-threshold schrumpfen alle Wavelet-Koeffizienten, was der durchweg kleinere
Mittelwert u zeigt. Um trotzdem vergleichbare Werte fiir die SNR zu erhalten, wurden
die rauschgefilterten Bilder jeweils normiert. Alle Transformationen fithren auf ein deut-

[ o SNR
Original f | 0,0533 | 0,3586 00
Rauschen N | -0,0070 | 1,0011 0
Signal s = f+ N | 0,0463 | 1,0674 | 0,3582
Diskrete WT | 0,0513 | 0,1734 | 2,7536
Dyadische WT | 0,0232 | 0,1740 | 2,8410
Morlet-integ. WT | 0,0184 | 0,1408 | 4,2866

Tabelle 6.1: Ergebnisse zur Rauschfilterung. Dargestellt sind Mittelwert
(, Varianz o und das Signal-Rausch-Verhaltnis (SNR, vgl. Definition 5.2) fiir
die in Abbildung 6.3 dargestellten Bilder. Um vergleichbare Zahlen fiir die
SNR zu erhalten, wurden die rauschgefilterten Bilder jeweils normiert. Die

SNR wird berechnet aus Ufl()l()s()s_)}).

lich besseres Signal-Rausch-Verhaltnis mit Verbesserungen um Faktor 7 bis 12. Die mit
Abstand beste Rauschfilterung erméglicht die Morlet-integrierte Transformation.

Wir machen folgende Beobachtungen:
(i) In dem mit der diskreten Transformation gefilterten Bild 6.3(c) treten deutliche

Tensorprodukt-Artefakte auf, die sich durch rechteckige Flachen bemerkbar machen.
Sie sind fiir Wavelet-Basen typische Artefakte.
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Abbildung 6.3: Rauschfilterung mit Wavelet-Frames. (a) Testbild f.

Auf der Diagonale sind binomiale Spots wachsenden Durchmessers jeweils nor-

miert auf Maximum 3 aufgetragen. Die Linien rechts oben haben Betrag 4.5,
der Kreisring links unten hat Betrag 3. (b) Signal s := f + N. Das Rau-
schen N ist GauB-verteilt mit Varianz o = 1. (c-e) Globale Rauschfilterung
von s mit (c) diskreter, (d) dyadischer und (e) Morlet-integrierter Wavelet-
Transformation.

In Bild 6.3(c) treten deutliche Uberschwing-Artefakte auf. So sind z. B. um dem
Kreisring dunklere Bereiche entstanden. Da in einer Orthonormalbasis gefiltert wird,
bedeutet Loschen von Koeffizienten, dass im Bild ein entsprechend skaliertes Wavelet
abgezogen wird. Dessen Gestalt wird als Artefakt sichtbar.

Dieser Effekt tritt auch bei der dyadischen Transformation in Bild 6.3(d) auf, jedoch
deutlich geddmpfter, da bei der Rekonstruktion eine glattende Mittelung stattfindet.
Hier sind die Artefakte horizontal oder vertikal gegeniiberliegende schwarz-weifle
Flecken, entsprechend der Gestalt des Wavelets.
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Die bei Morlet-Rekonstruktion in Bild 6.3(e) auftretenden Punkte sind dagegen
keine Artefakte, sondern die Stellen, an denen die Realisierung des Rauschens N
in einer oder mehreren Skalen iiber dem Schwellwert T}, ;; liegt. Da bei der Morlet-
Rekonstruktion die Skalen einfach punktweise aufaddiert werden, werden diese nicht
geglattet und sehen wie das urspriingliche Rauschen aus. Die Rauschfilterung mit
Morlet-Rekonstruktion ist somit artefaktfrei.

(iii) Kanten werden bei Morlet-Rekonstruktion optisch schlecht reproduziert, da Liicken
auftreten. Waihrend die anderen beiden Transformationen entlang der Ordinaten-
achsen glédtten, findet bei der Morlet-Rekonstruktion keine Glattung statt. Die Spots
auf der Diagonalen sowie der Kreisring bleiben bei der Morlet-Rekonstruktion in ih-
rer Form am besten erhalten.

Beispiel 6.14 (Lokale Rauschfilterung auf Mammographien) Abbildung 6.4 zeigt
die Anwendung der lokalen Rauschfilterung mit soft-threshold auf eine Mammographie.
Die lokale Varianz wird mit dem in Bemerkung 6.12(b) beschriebenen Varianzschitzer
geschatzt. Der Schwellwert fiir die zum Vergleich durchgefithrte globale Rauschfilterung
wurde gleich dem Mittelwert der geschitzten lokalen Varianzen gesetzt. Bild 6.4 (a) zeigt
den verwendeten Ausschnitt aus einer digitalen Mammographie (Bild c0lo, Nijmegen
Datenbank). In Bild 6.4(b) wird die Rauschfilterung mit soft-threshold auf Wavelet-Koef-
fizienten der Morlet-integrierten Wavelet-Transformation bei globalem Schwellwert dar-
gestellt. Bild 6.4(c) zeigt das Resultat mit lokalem Schwellwert.

Durch den globalen Schwellwert wird weitgehend weifles Rauschen gefiltert, wie aus dem
Differenzbild 6.4(d) ersichtlich ist. Dagegen fithrt der lokale Schwellwert dazu, dass in
Bereichen mit héherer geschatzter Varianz auch starker gefiltert wird. Treten Strukturen
im Signal auf, deren Koeffizienten iiber dem Schwellwert liegen, so ist die Rauschfilte-
rung abgeschaltet, wie links der Mitte des Differenzbildes 6.4(e) deutlich sichtbar ist. Das
Differenzbild 6.4(e) gibt grob die Helligkeitsverteilung des Originals 6.4(a) wieder.

Wavelets haben verschwindenden Mittelwert. Damit ist die Information iiber die grobe
Helligkeitsverteilung des Bildes nur in der Tiefpass-Skala enthalten, aber nicht in den
Wavelet-Skalen, auf denen die Rauschfilterung und der lokale Varianzschétzer operieren.
Weiter wird bei Morlet-Rekonstruktion nicht geglittet. Damit ist diese Ubereinstimmung
zwischen Differenzbild 6.4(e) und Helligkeitsverteilung in 6.4(a) kein Artefakt der Rausch-
filterung. Sie kann eher als Verifikation fiir die Behauptung, das Rauschen in Mammogra-
phien sei intensitdtsabhédngig, angesehen werden. O

Zusammenfassung

Die Rauschfilterung in redundanten Wavelet-Frames zeigt sich der in Basen deutlich
iiberlegen. Die Operation auf Wavelet-Koeffizienten kann als kantenerhaltende Rausch-
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Abbildung 6.4: Globale und lokale Rauschfilterung. Rauschfilterung
mit soft-threshold auf Wavelet-Koeffizienten der Morlet-integrierten Wavelet-
Transformation. (a) Ausschnitt aus einer digitalen Mammographie (Bild c0lo,
Nijmegen Datenbank). (b) Rauschfilterung mit globalem Schwellwert, (d) zeigt
das Differenzbild (b)-(a). (¢) Rauschfilterung mit lokalem Schwellwert, (e)
zeigt das Differenzbild. (c¢)-(a). Man erkennt deutlich, wie sich die Rausch-
filterung mit lokalem Schwellwert an die Varianz des Rauschens im Signal
anpasst.

filterung aufgefasst werden: Dabei interpretiert man die varianzgesteuerte Schwellwert-
Entscheidung als einen Klassifikator, der, abhdngig von dem Betrag der Wavelet-Koeffi-
zienten, unter verschiedenen Gléttungsfiltern auswéhlt.

Die Wahl der verwendeten Wavelets spielt keine wesentliche Rolle. Die Rauschfilterung
ist nach Kapitel 5.4 weitgehend unabhéngig von der Wahl des Wavelets. Dies erlaubt, als
Wavelet ein fiir die Hervorhebung von Mikrokalk optimiertes zu wahlen und damit die
Komposition von Rauschfilterung mit Hervorhebung im Wavelet-Raum, wie sie in Beispiel
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6.22 demonstriert wird.

Der Vorteil der flexiblen Wahl der Skalen bei (Morlet-)integrierten Wavelets wird nicht
ausgenutzt. Die gegeniiber der diskreten bzw. dyadischen Transformation besseren Er-
gebnisse beruhen auf der Wahl eines redundanten Frames bzw. der speziellen Morlet-
Rekonstruktion.

6.9.2 Parametrische Kontrastverbesserung

Die parametrische Kontrastverbesserung ist ein Beispiel fiir die Kontrastverbesserung
mit einem skalenweisen Punktoperator. Sie wurde in dieser Form von A. Laine et. al.
in [LFY95] eingefiihrt. Eine einfache Variante mit konstanten Gewichten wird auch in

[YZC196] vorgestellt.

Definition 6.15 Seien fir alle j € J Gewichte K; > 1 und Schwellwerte T; > 0 gegeben.
Weiter sei pk; : Rt — R*,

x+ (K, —1)T;)  falls |x| > T,
O (CRRU R AN TR
K;x falls |x| < Tj.

Als parametrische Kontrastverbesserung bezeichnen wir den Operator PK : I*(T') —

(1),
PE(F)(b. j) = arg (F'(b, j))pk; (|11(b. ).
wobei F € I*(T') und (b,7) € T.

Die parametrische Kontrastverbesserung ist eine skalenweise Punktoperation, also fiir fes-
tes 7 eine Operation auf dem Histogramm der Skala j. Der Operator bildet stetige Funk-
tionen auf stetige ab.

Im Gegensatz zur aus der Theorie entwickelten Rauschfilterung basiert dieser Operator
nur auf einer Heuristik. Die Motivation fiir die Definition liegt in folgender Uberlegung:
Kontrast driickt sich durch Kanten aus. Diese haben im Vergleich zur Umgebung grofie
Wavelet-Koeffizienten. Die Wavelet-Koeffizienten zu Kanten mit geringem Kontrast un-
terscheiden sich von Kanten mit starkem Kontrast nur durch ihren Betrag. Der Operator
PK verringert fiir K; > 1 in jeder Skala den relativen Betragsunterschied der Wavelet-
Koeffizienten, wie Abbildung 6.5(b) zeigt. Vom Betrag kleine Kanten in f werden dadurch
starker hervorgehoben als grofle. Die Wirkung vervielfacht sich durch die Summation iiber
Skalen, da Kanten iiber mehrere Skalen hinweg grofle Koeffizienten aufweisen. Spezielle
Richtungsinformation wird nicht genutzt.

Anstatt einer linearen Skalierung des Histogramms kann auch eine Funktion der Art 2
mit Ordnung o < 1 verwendet werden. Dann kann man den Operator folgend interpre-
tieren: Die Abklingordnung der Maxima-Linien der Wavelet-Koeffizienten wird um die
Ordnung o verringert. Damit nimmt die Lipschitz-Regularitét von f ab, Strukturen wer-
den kantiger.
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Abbildung 6.5: Operator zur parametrischen Kontrastverbesserung.
(a) Graph des Operators pk zur parametrischen Kontrastverbesserung. (b)
Wirkung von pk auf die Identitat, renormiert auf einen festen Wertebereich.

Beispiel 6.16 (Parametrische Kontrastverbesserung) Abbildung 6.6 zeigt die pa-
rametrische Kontrastverbesserung fiir von Hand gewidhlte Werte fiir die Parameter T}
und K. In Abbildung 6.6(b) treten Gefafle deutlich hervor. Die Abbildungen 6.6(d) und
6.6(e) zeigen parametrische Kontrastverbesserung des Ausschnittes 6.6(c) mit unterschied-
licher Gewichtung. Die Fliache dichten Gewebes erscheint in 6.6(b) deutlich dunkler, klei-
nere Strukturen treten hervor. Insbesondere Gefafle werden deutlich sichtbar. An den
Detailausschnitten mit Mikrokalk erkennt man, dass Mikrokalk durch globale Kontrast-
verbesserung nur unwesentlich hervorgehoben wird. O

Zusammenfassung

Bei der parametrischen Kontrastverbesserung spielt die geeignete Gewichtung der Skalen
eine wesentliche Rolle. Ist diese ungiinstig gewahlt, so kann die Hervorhebung in einer
Skala 7 ungewollt alle anderen Skalen dominieren und so zu optisch schlechten Resultaten
fithren. Die geeignete Wahl der Parameter 7T und Kj; ist offen. Diese kénnen zwar von
Hand optimiert werden, dies fithrt aber auf kein praktikables Verfahren. Die Parameter
kénnten auch durch Lernen anhand vorgegebener Datenséitze ermittelt werden, wie in
[YZCT96] durchgefiithrt. Nachteil ist die hiermit verbundene Abhingigkeit vom Daten-
material. Wiinschenswert ist also ein Operator, dessen Parameter berechenbar sind, z. B.
anhand eines geeigneten Modells. Bei der parametrischen Kontrastverbesserung wurden
keine Nachbarschaften beriicksichtigt.
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Abbildung 6.6: Parametrische Kontrastverbesserung. (a) Ausschnitt
aus einer digitalen Mammographie (Bild c03c, Nijmegen Datenbank). (b)
Beispiel fiir parametrische Kontrastverbesserung mit integrierter Wavelet-
Transformation, Gaufl-Wavelet und dyadischen Skalen. Die Parameter 7T und
K; wurden von Hand gewéahlt. (c) Vergroflerter Ausschnitt aus (a) mit Mi-
krokalkherden. (d-e) Parametrische Kontrastverbesserung mit verschiedener
Gewichtung.
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6.9.3 Spot-Hervorhebung

Unser Ziel ist nun Hervorhebung speziell von Mikrokalk. Dazu nutzen wird eine modi-
fizierte Version des von A. Laine et. al. in [LSFH94] fiir die Hervorhebung singularer
Strukturen eingesetzten Operators zur Spot-Hervorhebung. Er wurde dort im Zusam-
menhang mit der dyadischen Wavelet-Transformation verwendet. Dieser Operator basiert
auf einer Heuristik. Seine genaue Gestalt spielt fiir die folgenden Ergebnisse keine wesent-
liche Rolle. Wir zeigen, dass sich der Operator bei Wahl eines geeigneten Wavelets auch
zur gezielten Hervorhebung rotationsinvarianter punktférmiger Strukturen wie Mikrokalk
eignet. Durch Anwenden der integrierten Wavelet-Transformation ist es moglich, den Ska-
lenbereich an Mikrokalk angepasst zu diskretisieren, was im Vergleich zu A. Laine et. al.
zu besseren Ergebnissen fiihrt.

Definition 6.17 Sei ein Gewichtungsfaktor S > 0 gegeben. Als Spot-Hervorhebung
bezeichnen wir den Operator SP : I*(T') — [*(T),

(1+5-K;)M;(b)F(b,7,1) falls M;(b) >T; und 0 < j < Jmaz,

SP(F)(ba.]vl) = {F(b,],l) fCLHS M](b) S ij

wobei F € I*(T') und (b,7) € T.
Der Schwellwert T ist defintert als

Ty = 0.5 Var(F(b, j. Dherger)s €

Das Gewicht K; set

wobel Ty = MaXo<j<jmas 115}

Die Gewichisfunktion M; wird abhdingig von der Transformation definiert:

(i) Bet isotroper Transformation sei
1 .
M;(b) := 7¢i(b) - |[£(b, 7)),

wobei ¢;(b) € {0,... .4} die Anzahl der lokalen Richtungsmazima von |F(b, j)|yez2
im Punkt b in den vier Orientierungen horizontal, vertikal, aufwdrts und abwdrts
einer 8-Umgebung von b ist.

(ii) Sind zwei Richtungsfilter fir orthogonale Richtungen gegeben, wie z. B. bei der dya-
dischen Wavelet-Transformation, so setze

M;(b) := /| F(b, 5. L) + [F(b. .1,

Jalls \/1F(b, 4, 1.)]> + |F (b, j,1,)? in b ein lokales Betrags-Mazimum in Richtung des
Gradienten arg(F (b, 5,1;), F'(b,7,1,)) hat, und 0 sonst.
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(iii) Gibt es mehrere Richtungsfilter | € L, dann sei

1 )
M;(b) = 77 > ci(b. 1) [F(b g, ),
Ll i
wobei ¢;(b,1) := 1, falls (F(b,7,1))sezz in b ein lokales Betrags-Maximum hat, und
0 sonst.

Die Spot-Hervorhebung ist ein Beispiel fiir einen lokalen, skalenweisen Operator. Wir
entwickeln diesen Operator in Abschnitt 7.3 zu einen skaleniibergreifenden Operator fiir
die Hervorhebung mikrokalkférmiger Strukturen weiter.

Neu gegeniiber der parametrischen Kontrastverbesserung ist hier das Maxima-Skelett,
vgl. Definition 6.2, als Informationstréger fiir Spots. Vgl. dazu auch Abbildung 6.7. Dort
sieht man, dass die Mittelpunkte von Mikroverkalkungen eine Teilmenge des Maxima-
Skelettes bilden. SP operiert nicht mehr auf der ganzen Skala, sondern nur auf dem
Maxima-Skelett. Allerdings fithrt dies dazu, dass SP ein unstetiges Bild hat, was man
auch deutlich in den Beispielabbildungen mit Morlet-Rekonstruktion erkennt. Die Nut-
zung des Maxima-Skelettes ist theoretisch motiviert durch die daraus bei der dyadischen
Wavelet-Transformation mogliche Rekonstruktion des Signales, wie in Abschnitt 6.8 be-
schrieben. Weiter neu ist die Nutzung der Orientierung. So dient der gegentiber [LSFH94]
neu eingefiigte Faktor M; der Gewichtung der Koeffizienten abhéngig von der Isotropie.
Dies erlaubt, isotrope Strukturen wie Mikroverkalkungen besser von Linien zu unterschei-
den, als es bei der parametrischen Kontrastverbesserung méoglich ist.

Im Unterschied zur parametrischen Kontrastverbesserung gibt es nur einen freien Parame-
ter: Der Faktor S > 0 bestimmt die Starke der Hervorhebung. Die Wahl der Schwellwerte
T; ist empirisch festgelegt. Abbildung 6.8 zeigt fiir Wavelet-Koeflizienten von Mammogra-
phien typische Histogramme und die zugehérigen Schwellwerte 7). Die Gewichtung der
Wavelet-Koeffizienten mit Faktoren K; > 1 erhélt lokale Skalen-Maxima. Aus Tabelle
6.2 und Beispiel 6.18 ist ersichtlich, dass die Gréfle der Faktoren keine wesentliche Rolle
spielt, das Verfahren also diesbeziiglich robust ist.

Fiir die folgenden Beispiele wird Abbildung 6.9(a) als Ausgangsbild verwendet. In 6.9(b)
sind potentielle Mikrokalkherde markiert sowie die Umgebung, welche fiir die Berechnung
des Kontrastes herangezogen wird. Alle Ergebnisse sind in Tabelle 6.2 zusammengefasst.
Der Kontrast wird nach Formel (6.1) auf geeignet renormierten Bildern berechnet: In
[LSFH94] wird der Kontrast nach Formel (6.1) berechnet. Das fiihrt bei verschiedenen
Verfahren zu unvergleichbaren Werten, da der im Tiefpass enthaltene Signalanteil den
Kontrastwert entscheidend beeinflusst. Dies liegt an der Abhéngigkeit des Kontrastmafes
von einem Offset, denn es gilt im allgemeinen " +* 9”—""2 Weiter schwanken die Faktoren K
zwischen den verschiedenen Transformationen zum Teil stark. Um vergleichbare Werte zu
erhalten, werden die Filterergebnisse deshalb so renormiert, dass Mittelwert und Varianz
identisch zum Ausgangsbild f sind.

Wir haben in Abschnitt 5.2 ein Modell fiir Mikrokalk entwickelt, welches auf ein isotropes
angepasstes Filter gefiihrt hat. Nutzt man nun fiir die Spot-Hervorhebung nur ein iso-
tropes Wavelet mit dem Ziel Mikrokalk zu isolieren, und somit Teil (i) der Definition, so
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Abbildung 6.7: Skalen-Maxima der Wavelet-Koeffizienten. (a) Aus-
schnitt aus einer digitalen Mammographie (Bild c03¢, Nijmegen Daten-
bank). (b) Summe der Skalen-Maxima nach Definition 6.17(i) der Wavelet-
Koeffizienten iiber die Skalen 1, 2 und 3 der Morlet-integrierten Transforma-
tion, gewichtet mit der Intensitdt des Originals.

Abbildung 6.8: Histogramm der Wavelet-Koeffizienten. Dargestellt
sind die Histogramme der Wavelet-Koeffizienten der Skala 2 fiir (a) die dya-
dische und (b) die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation. Bei ¢/2 sind
vertikalen Linien eingeblendet, diese entsprechen dem Schwellwert T35 im Ope-

rator SP.

entstehen keine befriedigenden Ergebnisse: Kanten und andere Strukturen im Bild wer-
den ebenfalls hervorgehoben, die Spezifitat (vgl. Abschnitt 5.1) ist trotz des angepassten
Filters ungentigend. Der Grund ist, dass bei einem einzelnen isotropen Filter auch nichti-
sotrope Strukturen im Bild allein aufgrund ihres Betrages zu grofien Wavelet-Koeffizienten
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Abbildung 6.9: Mammographie mit Mikroverkalkungen. (a) Aus-
schnitt aus einer digitalen Mammographie (Bild c03c, Nijmegen Datenbank).
(b) Markiert sind Mikroverkalkungen sowie die fiir die Berechnung des in Ta-
belle 6.2 zusammengestellten lokalen Kontrastes herangezogene Umgebung.

fithren kénnen, ohne besonders starke Korrelation mit dem Wavelet aufzuweisen. Dagegen
kann mit zwei Richtungsfiltern, durch Vergleich der Betrige der Koeffizienten in einem
Punkt, leicht zwischen isotropen und gerichteten Strukturen unterschieden werden. Wir
verwenden deshalb fiir die integrierte Transformation zwei Richtungsfilter, welche durch
eine Partition wie in Beispiel 3.23 beschrieben erzeugt sind.

Beispiel 6.18 (Vergleich zwischen dyadischer und integrierter Transformation)
Zuerst vergleichen wir die unterschiedlichen Diskretisierungen unter vergleichbaren Rah-
menbedingungen. Die Diskretisierung der Skala wird bei der integrierten Wavelet-Trans-
formation geometrisch gewahlt. Fiir beide Transformationen wird ein Kantenfilter ver-
wendet, fiir die dyadische Transformation ein Spline-Wavelet, fiir die integrierte das Fil-
ter aus Beispiel 3.20. Abbildung 6.10 zeigt wie erwartet, dass sich die Ergebnisse nicht
wesentlich unterscheiden: Dargestellt ist die Spot-Hervorhebung mit dyadischer Wavelet-
Transformation 6.10(a) sowie integrierter Wavelet-Transformation 6.10(b). Da die Fakto-
ren K; fiir die integrierte Wavelet-Transformation hoher ausfallen, wird zusétzlich in Bild
6.10(c) die Spot-Hervorhebung mit integrierter Transformation, aber den Faktoren K; der
dyadischen Transformation dargestellt. Alle Ergebnisse sehen &hnlich aus, die Werte fiir
die lokale Kontrastverbesserung [; aus Tabelle 6.2, 3,89 mit dyadischer, 4,11 mit inte-
grierter Transformation und 3,96 fiir Bild 6.10(c) unterschieden sich kaum. Die Grofie der
Faktoren spielt keine wesentliche Rolle, das Verfahren ist diesbeziiglich robust. O

Nachdem dieser Vergleich gezeigt hat, dass dyadische und integrierte Transformation un-
ter gleichen Rahmenbedingungen wie erwartet austauschbar sind, werden wir nun in den
folgenden Beispielen die Moglichkeiten der integrierten Wavelet-Transformation ausnut-
zen.

174



Abbildung 6.10: Verschiedene Transformationen. Spot-Hervorhebung
mit (a) dyadischer Wavelet-Transformation und Spline-Wavelet sowie (b) in-
tegrierter Wavelet-Transformation und dem Kantenwavelet aus Beispiel 3.23.
(¢) Transformation wie (b), jedoch wurden die Faktoren K; genau wie in (a)
gewahlt. Abgebildet sind mit Gewicht S = 1 berechnete Bilder. Die Kontrast-
verbesserung, vgl. Tabelle 6.2, ist 3,89, 4,11 bzw. 3,96. Man erkennt keinen
sichtbaren Unterschied zwischen den Transformationen. Auch spielt die Wahl
der Faktoren K keine bedeutende Rolle.

Beispiel 6.19 (Vergleich verschiedener Wavelets) In [LSFH94] wird ein Spline-
Wavelet als Kantenfilter verwendet. Mikrokalkphantome werden dort auf Pixelebene mo-
delliert, entsprechen also Kanten im Bild. In Abschnitt 5.2 hingegen haben wir ein Mikro-
kalkmodell entwickelt, welches die Wahl eines Gaufl-Wavelets als angepasstes Filter mo-
tiviert hat. In Abbildung 6.11 wird die unterschiedliche Wirkung dieser beiden Wavelets
verglichen.

Die Kontrastverbesserung [; mit einem Kantenfilter in Bild 6.11(a) liegt bei 4,15 (Ta-
belle 6.2(iii)), mit dem an Mikrokalk angepassten Gauf-Filter (Bild 6.11(d)) nur bei 4, 08
(Tabelle 6.2(iv)). Das Gauf-Wavelet ist bezogen auf dieses Kontrastmaf} etwas schlechter.

Das trifft aber nur auf den lokalen Kontrast zu. Vergleicht man Abbildung 6.11(a) und
(b), so erkennt man, dass die Spezifitdt im Bezug auf die Hervorhebung von Mikrokalk
in dem Bild mit Gaufl-Wavelet hoher ist. So werden Kanten im Bild von dem Gauf-
Wavelet ignoriert. Dariiber hinaus zeigt auch Abbildung 6.11(f), dass Mikrokalk besser
vom Hintergrund getrennt wird.

Die trotzdem etwas schlechteren lokalen Kontrastwerte lassen sich durch die geringeren
Uberschwingartefakte des GauB-Wavelets gegeniiber einem Kantenfilter erkliaren. So pro-
duziert ein Kantenfilter tiefe Grdben um die Mikrokalkherde, die in die Kontrastberech-
nung eingehen.

Das an Mikrokalk angepasste Wavelet sorgt also fiir gezielte Hervorhebung von Mikrokalk
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Abbildung 6.11: Verschiedene Wavelets. Spot-Hervorhebung mit inte-
grierter Wavelet-Transformation. In (a-c) wird das Kantenwavelet aus Bei-
spiel 3.23 verwendet, in (d-f) das Gau-Wavelet. Der Gewichtsfaktor ist in (a)
und (d) S =1, in (b) und (e) S = 1/4. Abbildungen (c¢) und (f) zeigen eine

dreidimensionale Ansicht von vorne. Die Kontrastwerte finden sich in Tabelle

6.2. Man erkennt deutlich die im Bezug auf Mikrokalk héhere Spezifitédt des
GauB-Wavelets.

statt von Singularitdten und Kanten. Dies hat insbesondere einen Vorteil fiir die Unter-
suchung hochaufgeloster Bilder. Dort stehen einzelne Singularitdten eher fiir Filmfehler,
Mikrokalk dagegen bildet groflere Hiigel, mit Durchmessern von mehreren Pixeln. Damit
ist das Gauf}-Wavelet einem Kantenfilter iberlegen. O

Beispiel 6.20 (Vergleich zwischen geometrischen Skalen und feiner Diskreti-
sierung) Wir haben die integrierte Wavelet-Transformation aufgrund ihrer Flexibilitat
bei der Diskretisierung der Skalen eingefithrt. Abbildung 6.12 zeigt den Vergleich zwischen
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einer geometrischen Diskretisierung der Skalen und einer an Mikrokalk angepassten, feine-
ren Diskretisierung. Die Kontrastverbesserung Iy liegt mit geometrischen Skalen bei 4,08

Abbildung 6.12: Feine Diskretisierung der Skalen. Spot-Hervorhebung
mit integrierter Wavelet-Transformation und Gaufi-Wavelet. (a) Die Diskreti-
sierung der Skalen ist geometrisch gewéhlt, es werden fiinf Skalen berechnet.
(b) und (c): Zu obigen Skalen wurden in dem fiir Mikrokalk relevanten Bereich
zwel weitere eingefiigt. Fs werden insgesamt sieben Skalen berechnet. Abge-
bildet sind mit Faktor (b) S = 1, und (c¢) S = 1/4 berechnete Bilder. Die
Kontrastverbesserung betragt (a) 4,08 und (b) 4,35. (Vgl. Tabelle 6.2).

(Tabelle 6.2(iv)). Fiir die feinere Diskretisierung, bei der zwei Skalen in dem fiir Mikrokalk
relevanten Bereich unterteilt wurden und somit statt 5 nun 7 Wavelet-Skalen berechnet
wurden, ergibt sich eine Kontrastverbesserung von 4,35 (Tabelle 6.2(vi)).

Die Anpassung der Diskretisierung fithrt also zu einer Kontrastverbesserung von etwa 5
bis 10%. Dass so eine Verbesserung eintritt, ist nicht iiberraschend. Allerdings wéare mit
klassischen Wavelet-Frames eine angepasste Diskretisierung der Skalen nicht praktikabel.
Erst die integrierte Wavelet-Transformation erlaubt diese Freiheit. O

Beispiel 6.21 (Vergleich zwischen integrierter und Morlet-integrierter Trans-
formation) Abbildung 6.13 zeigt die Morlet-integrierte und die integrierte Wavelet-
Transformation im Vergleich. Der Unterschied liegt hauptsichlich in der Art der Rekon-
struktion.

Bei Morlet-Rekonstruktion entstehen Linien-Artefakte im Bild. Diese stammen von dem
unstetigen Bild unter Spot-Hervorhebung und entsprechen den Maxima-Skelett der Ska-
len. Bei der Rekonstruktion mit der integrierten Transformation wird diese Unstetigkeit
geglattet und ist deshalb fiir das Auge nicht mehr deutlich sichtbar.
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Abbildung 6.13: Verschiedene Rekonstruktionen. (a) Integrierte und
(b-c) Morlet-integriert Wavelet-Transformation mit Gauf-Wavelet und geo-
metrischen Skalen. Abgebildet sind mit Faktor (b) S = 1/4 und (¢) S =1
berechnete Bilder. Die Kontrastwerte finden sich in Tabelle 6.2. Man erkennt
bei der Morlet-Rekonstruktion Artefakte, die von dem unstetigen Bild des
Spot-Enhancement stammen.

Die Kontrastverbesserung ist mit Morlet-integrierter Transformation besser, was auf der
bei Morlet-Rekonstruktion fehlenden Glattung beruht. Allerdings betrifft dies nur die Mit-
telpunkte der Mikrokalkherde, gerade groBerer Mikrokalk wird bei dieser Rekonstruktion
deformiert.

Bei der in Abschnitt 6.9.1 untersuchten Rauschfilterung konnten mit Morlet-Rekonstruk-
tion bessere Ergebnisse erzielt werden, da das Bild der lokalen Rauschfilterung mit soft-
threshold stetig ist. O

Beispiel 6.22 (Adaptive Rauschfilterung und Hervorhebung) Fiir Abbildung
6.14 wurde die adaptive Rauschfilterung aus Beispiel 6.14 mit der Spot-Hervorhebung
verkniipft, d. h. auf die Koeffizienten der integrierten Wavelet-Transformation der Opera-
tor SPo D angewendet. Dazu wurde die feine Diskretisierung aus Beispiel 6.20 verwendet.
Das Originalbild ist in Abbildung 6.7(a) dargestellt. Abbildung 6.14(a) zeigt das Ergebnis
der Hervorhebung fiir S = 1, 6.14(b) zeigt S = 1/10. In 6.14(a) erkennt man links der
Bildmitte deutlich den Mikrokalk-Cluster aus Abbildung 6.9(a). Der Kontrast des Bild-
ausschnittes wird um Faktor 4,41 angehoben. Ohne vorhergehende Rauschfilterung wird
nur eine Kontrastverbesserung von 4, 35 erreicht. Die hohe Spezifitat erklért sich dadurch,
dass gegeniiber dem nicht rauschgefilterten Bild weniger Rauschartefakte hervorgehoben
werden. O
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Abbildung 6.14: Adaptive Rauschfilterung und Hervorhebung. Dar-
gestellt ist die Spot-Hervorhebung mit vorgeschalteter adaptiver Rauschfil-
terung auf integrierten Wavelet-Koeffizienten mit feiner Diskretisierung der
Skala. Das Originalbild ist in Abbildung 6.7(a) dargestellt. Der Gewichtsfak-
tor ist (a) S =1 und (b) S = 1/10. Man erkennt links der Bildmitte deutlich
den Mikrokalk-Cluster aus Abbildung 6.9(a).

Zusammenfassung

Im Vergleich zu den zitierten Arbeiten von A. Laine et. al. wurden alle Bestandteile der
Hervorhebung optimiert. Die Wahl eines an Mikrokalk angepassten Wavelets sowie eine
flexible, feine Diskretisierung der Skalen fithren zu besseren Ergebnissen im Bezug auf
Sensitivitdt — hoherer lokaler Kontrast — als auch Spezifitdt — weniger hervorgehobene
Kanten — bei der Hervorhebung von Mikrokalk. Dariiber hinaus ist das Verfahren flexibel
an Bilder variierender Auflésung anpassbar.

Die Morlet-Rekonstruktion ist trotz sehr guter Kontrastverbesserung nicht fiir diesen Ope-
rator geeignet, da Artefakte, begriindet durch das unstetige Bild der Spot-Hervorhebung,
entstehen.

Die Spot-Hervorhebung nutzt keine skaleniibergreifende Information. Schwerpunkt der
Diskussion war hier der Vorteil integrierter Wavelet-Frames iiber klassischen Diskreti-
sierungen. Im folgenden Kapitel 7 werden skaleniibergreifende Merkmale auf Wavelet-
Koeffizienten untersucht. Daran anschliefend wird in Abschnitt 7.3 ein neuer, auf diesen
Ergebnissen sowie der Spot-Hervorhebung aufbauender skaleniibergreifender Operator zur
Hervorhebung mikrokalkférmiger Strukturen konstruiert.
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‘ Transformation ‘ C ‘ I ‘[Abb‘

| Original f 03] 1 | 1 |
Kanten-Wavelet, geometrische Skalen
(i) Dyadische WT 0,49 | 3,89 | 1,95
(ii) Integrierte WT 0,50 | 3,96 | 1,96

(iii) Integ. WT, Faktoren K; wie in (i) 0,52 | 4,15 | 2,03
GaufB-Wavelet, geometrische Skalen

(iv) Integ. WT 0,51 | 4,08 | 2,00

(v) Integ. WT + adapt. Rauschfilterung | 0,52 | 4,11 | 2,03

(vi) Morlet-integ. WT 0,53 | 4,17 | 2,04
GauB-Wavelet, feine Diskretisierung

(Vi) Integ. WT 052 [ 4,35 | 2,14

(viii) Integ. WT + adapt. Rauschfilterung | 0,56 | 4,41 | 2,18

‘ ‘ Faktoren K

Skala | 0-8 | 8-16 16-32 32-64 | 64 -
)66 | 8.0 6,2 15 | 1
(i) | 6,6 | 8,0 6,2 45 | 1
(iii) | 19,9 | 21.6 16,2 1,7 | 1
(iv) | 25,3 | 21,7 20,4 142 | 1
(v) | 25,3 | 21,7 20,4 142 | 1
(vi) | 45,0 | 32,9 28,8 211 | 1

Skala | O-11 | 11-16 | 16-23 | 23-32 | 3242 | 4264 | 64 -
(vii) | 21,4 | 36,6 | 31,8 | 27,1 | 21,9 | 18,7 | 1
(viii) | 21,4 | 36,6 | 31,8 | 27,1 | 21,9 | 18,7 | 1

Tabelle 6.2: Ergebnisse der Spot-Hervorhebung. Diese Tabelle fasst
die zu den in den Abbildungen 6.10, 6.11, 6.12, 6.13 und 6.14 dargestellten
Bildern gehérenden Parameter zusammen. Fiir (i) wurde das Spline-Wavelet
aus [MZ92] verwendet. Fiir (ii) und (iii) wurde als Wavelet das Kantenfilter
aus Beispiel 3.23 benutzt, fiir (iv-viii) das Gaufl-Wavelets aus 3.23, jeweils mit
Partition der Rotation in zwei Richtungen. Der lokale Kontrast ' wurde an-
hand Abbildung 6.9(b) und Formel (6.1) berechnet. Um vergleichbare Werte
zu erhalten, wurden die Filterergebnisse renormiert, so dass Mittelwert und
Varianz identisch zum Ausgangsbild f sind. [y ist die lokale Kontrastverbes-
serung Cyrp/Cy fir S = 1. L gibt die Kontrastverbesserung fiir S = 1/4
an. Die Bilder haben eine Auflésung von 254 dpi (0,1 mm Abtastweite). Die
Parameter a; fiir die in Formel (6.3) genannten Filter lauten a; := Skala/2048.
Die Skalen entsprechen damit Filterdurchmessern von 0,4 mm bis 3,5 mm.
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6.10 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der neue Begriff der Hervorhebung auf Wavelet-Frames ein-
gefithrt, der verschiedene Operationen zur Bildverbesserung zusammengefasst.

Was wurde erreicht?

Wir haben gezeigt, dass sich die Morlet-integrierte Wavelet-Transformation aufgrund ihrer
besonderen Rekonstruktion fiir Rauschfilterung eignet. In Beispiel 6.13 wurde dazu eine
artefaktfreie Rauschfilterung vorgestellt.

Integrierte Wavelets erlauben bessere Ergebnisse bei der Hervorhebung von Mikrokalk,
da die Diskretisierung der Skalen flexibel und fein angepasst werden kann. Dies zeigte
Beispiel 6.20 zur Spot-Hervorhebung.

Weiter wurde die Wavelet-Transformation nicht als Kantendetektor, sondern, mit dem
GauB-Wavelet als Filter, als an Mikrokalk angepasste Filterbank verwendet. Damit konn-
ten in Beispiel 6.19 fiir die Spot-Hervorhebung ebenfalls verbesserte Resultate erzielt
werden.

Was bleibt zu tun?

Die bisherigen Beispiele haben nur Mikrokalk in einfachem Gewebe betrachtet. Staub,
Kratzer und Kreuzungen von Gefédflen werden bei der Spot-Hervorhebung jedoch eben-
falls hervorgehoben. (Ein Beispiel folgt im nachsten Kapitel.) Diese Strukturen miissen
besser von Mikrokalk unterschieden werden. Die Operation zur Hervorhebung fand in
den Beispielen des letzen Abschnittes nur skalenweise statt, vgl. Abschnitt 6.7. Wavelet-
Koeffizienten sind aber iiber Skalen hinweg sehr stark korreliert. Die damit verbundene
Information wird bei skalenweisen Operatoren nicht ausgenutzt.

Deshalb werden im folgenden Kapitel skaleniibergreifende Merkmale auf Wavelet-Koeffi-
zienten untersucht. Diese Betrachtungen dienen hauptséchlich der Klassfikation von Mi-
krokalk. Sie kénnen aber auch, wie in Abschnitt 7.3 demonstriert wird, zur Konstruktion
eines skaleniibergreifenden Operators zur Hervorhebung von Mikrokalk genutzt werden.
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Kapitel 7

Detektion von Mikroverkalkungen

Bei der im letzten Kapitel betrachteten Hervorhebung bleibt die FEntscheidung, ob Mi-
krokalk vorliegt, dem Betrachter {iberlassen. Bei der Detektion wird sie nun durch den
Algorithmus getroffen. Die Detektion von Mikroverkalkungen kann in zwei Aufgaben ge-
gliedert werden: Definition eines Merkmalvektors, sowie Auswahl und eventuelles Training
eines Klassifikators. In diesem Kapitel werden Merkmale vorgeschlagen, die auf Wavelet-
Koeffizienten definiert sind und skaleniibergreifende Information nutzen. Ziel ist dabei
zu demonstrieren, dass Wavelet-basierte Merkmale auch fiir die Detektion geeignet sind.
Dabei wird das durch die Wavelet-Analysis gegebene mathematische Fundament als Mo-
tivation genutzt. Dariiber hinaus gehende Strategien zur Merkmalselektion, sowie Wahl
und Training eines Klassifikators, sind nicht Aufgabe dieser Arbeit. Da fiir die Generie-
rung von Merkmalen keine Rekonstruktion des Bildes erforderlich ist, gibt es auch keine
zwingende Notwendigkeit, spezielle Diskretisierungen der Wavelet-Transformation durch
Frames zu verwenden.

Abschnitt 7.1 gibt einen kurzen Uberblick der Literatur zur Detektion von Mikroverkal-
kungen. In Abschnitt 7.2 werden skaleniibergreifende Merkmale fiir die Detektion von
Mikroverkalkungen betrachtet. Exemplarische Untersuchungen zeigen deren Nutzen auf.
In Abschnitt 7.3 werden die Erkenntnisse aus 7.2 fiir die Hervorhebung von Mikrokalk ge-
nutzt. Das Kapitel bietet Ankniipfungspunkte fiir weitergehende angewandte Forschung,
die aber aus der Wavelet-Analysis hinausreichen.

7.1 Literaturiiberblick

Die zuverlédssige Detektion von Mikrokalk in Mammographien gehért zu den anspruch-
vollsten Aufgaben der medizinischen Bildverarbeitung: Die Bilder weisen ein sehr schlech-
tes Signal-Rauschverhéltnis auf, die Aufnahmeparameter der Bildentstehung sind in der
Regel nicht verfiighar, die Aufnahmen enthalten eine Vielfalt an komplexen Strukturen
und der gesuchte Mikrokalk ist sehr klein, in der Form variantenreich und schwer zu er-
kennen. Dariiber hinaus werden von einem Detektionsverfahren aufgrund der hohen Zahl
an Krebsféllen und der grolen Bedeutung der Fritherkennung extrem niedrige Fehlerraten
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erwartet.

Diese Faktoren setzen einem modellbasierten Ansatz Grenzen. Die im folgenden zitierten
Arbeiten, bei denen Filter verwendet werden, entwickeln daher nicht von einem préazisen
Mikrokalkmodell ausgehend ein ideales Filter, sondern versuchen fiir Mikrokalk typische
Eigenschaften durch robuste Merkmale zu beschreiben. Allgemein anerkannte Eigenschaf-
ten sind:

(i) Mikrokalk ist heller als benachbarte Strukturen. Dies ist, motiviert durch die ge-
geniiber Gewebe deutlich hohere Dichte, eine allen Ansédtzen gemeinsame Annahme.

(ii) Mikrokalk ist ndaherungsweise isotrop. Dies ist bereits eine Vereinfachung der Pro-
blemstellung, die, wie in Abbildung 5.2 demonstriert, bei durch bosartige Tumoren
hervorgerufenen Verkalkungen nicht immer erfiillt ist.

Beide Annahmen stimmen mit dem in Abschnitt 5.2 entwickelten Mikrokalkmodell iiber-
ein.

In den letzten zehn Jahren wurde in der medizinischen Bildverarbeitung intensiv auf dem
Gebiet der Mikrokalkdetektion geforscht. Hier wird ein Uberblick der wichtigsten Arbeiten
vorgestellt, mit Schwerpunkt auf Multiskalen-Ansétzen.

Fiir die Detektion von Mikroverkalkungen wird oft ein mehrstufiges Vorgehen gewihlt:
In einem ersten Schritt werden pixelweise Merkmale benutzt, um Mikrokalkherde zu lo-
kalisieren. Diese Information wird zur Segmentation des Bildes verwendet. Dabei wird
der Umriss von Mikrokalk markiert. Dies erlaubt in einem zweiten Schritt, regionenweise
Merkmale wie Form und Flache von potentiellen Verkalkungen zu verwenden.

Die Segmentation erfolgt typischerweise mit region grow-Techniken [Cas96]. Dabei wird
von Startpunkten ausgehend die Form von Mikrokalk ausgefiillt. Zum Beispiel wird in
[SRD93] fiir Pixel, die eine Helligkeit iiber dem Mittel eines hochpassgefilterten Bildes
haben, ein multi-tolerance region grow verwendet, um das Bild zu segmentieren. In [BN93]
wird eine Pyramidenzerlegung des Bildes benutzt, um Startpunkte fiir ein region grow zu
bestimmen.

Nachteile des Ansatzes {iber Segmentation sind der hohe Rechenaufwand sowie die, ins-
besondere bei geringen Bildauflésungen, ungenaue Segmentation der Rander von Mi-
krokalk. In [MSvD98] wird daher vorgeschlagen, Merkmale nicht aus einer Segmenta-
tion zu gewinnen sondern direkt aus lokalen Bildumgebungen abzuleiten. Die Wavelet-
Transformation indiziert ein Bild durch die zugrunde liegende Gruppe, in unserem Fall
durch Anteile zu verschiedenen Skalen und Richtungen. Damit ist es moglich, aus dem
Wavelet-Koeffizienten geometrische Information zu ermitteln, ohne eine explizite Segmen-
tation durchzufiihren.

In [BGHY93] wird eine Filter-Pyramide mit Gau-Quadraturfiltern berechnet. Als pixel-
weise Merkmale werden je Skala lokale Orientierung, lokale Energie und lokale Phase
verwendet. Weiter wird ein Form-Merkmal (linear bis rund) beschrieben.

In [SH96] wird die DWT mit biorthogonalen Spline-Wavelets und vier Skalen mit zwei
interpolierenden Skalen (voices) berechnet. Das zugrunde liegende Modell wurde in Ab-
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schnitt 6.4.1 diskutiert. Auf die Skalen wird, analog zur Hervorhebung, ein bindrer Schwell-
wertoperator angewendet. Als pixelweises Merkmal dient dann die Summe der Werte {iber
Skalen. Die Ergebnisse werden als — in Anbetracht des sehr einfachen Klassifikationsan-
satzes — liberraschend gut bewertet und demonstrieren die Starke des Wavelet-Ansatzes.

In der scale-space Theorie [Lin98], welche ein Vorlaufer der Wavelet-Theorie in der Bild-
verarbeitung ist, werden Maxima iiber Skalen betrachtet und damit auf die Grofle des
gesuchten Signales geschlossen. In [Net96, Net98] findet sich eine Anwendung des scale-
space auf die Detektion von Mikrokalk. Dort wird aus dem Maximum und dem Wert der
scale-space Darstellung an dieser Stelle auf die Grofle und den Kontrast des Mikrokalk
geschlossen. Das Verfahren kann aber nicht sicher zwischen Mikrokalk und Artefakten
oder Gefaf-Strukturen unterscheiden. Dies liegt daran, dass nur isotrope Filter verwendet

werden [Net96].

Es gibt einige Arbeiten, die generische statistische Merkmale verwenden. In [CDM93]
werden z. B. Grauwerthistogramm, Entropie, Kontrast, Korrelation, Standardabweichung
und Mittelwert als Merkmal verwendet. In [GYCA96] werden auf einer Multiskalenzerle-
gung die ersten vier Momente (Mittel, Varianz, Schiefe und Kurtosis) geschétzt und als
Merkmal benutzt. Die Ergebnisse bleiben hinter denen anderer Arbeiten zuriick.

N. Karsemeijer [Kar91] verwendet zur Segmentation und Klassifikation ein Markov Zu-
fallsfeld (Markov random field). Dieses erlaubt, Beziehungen zwischen benachbarten Pi-
xeln zu modellieren. Das Markov Zufallsfeld operiert auf einfachen Merkmalen fiir lokalen
Kontrast und linienartige Strukturen. Die Ergebnisse dieser Nachbarschaften beriicksich-
tigenden Klassifikation sind einer pixelweisen Klassifikation deutlich iiberlegen.

Den einzigen durchgangig modellbasierten Ansatz entwickeln M. Brady et. al. [HB99,
YBHE99]. Ausgehend von der Annahme, dass nur Fett bzw. Gewebe (interesting tissue)
auftreten, deren Absorptionsraten verschieden und bekannt sind, wird das lokale Volumen
der komprimierten Brust aus dem Intensitétsbild geschatzt. Mikrokalk wird in diesem Mo-
dell gezielt ignoriert. Da Mikroverkalkungen eine ca. 26-fach hohere Absorptionsrate als
Gewebe haben, wird fiir diese daher ein entsprechend grofles Gewebe-Volumen geschétzt.
Dies fithrt dazu, dass Verkalkungen als Hiigel in der Volumenschétzung hervortreten. We-
sentliche Vorbedingung fiir gute Resultate ist hier ein normiertes Bild, bei dem Grauwerte
und Intensitét der Strahlung zugeordnet werden kénnen.

7.2 Auf Wavelet-Koeflizienten basierende Merkmale

In diesem Abschnitt werden auf Wavelet-Koeffizienten definierte Merkmale fiir die Detek-
tion von Mikrokalk vorgeschlagen. Schwerpunkt ist die Nutzung skaleniibergreifender In-
formation. Diese Merkmale sind in obigem Sinn pixelweise Merkmale. Eine weiterfithrende
Segmentation und darauf aufbauende geometrische Merkmale werden hier nicht unter-
sucht, da dort kein Zusammenhang zur Wavelet-Analysis besteht.

Die Betrachtung skaleniibergreifender Merkmale ergdnzt die in Kapitel 6 gefiithrte Diskus-
sion. Dort wurden skalenweise Operatoren, motiviert durch angepasste Filter und skalen-
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weise Extrema betrachtet.

Zuerst eine Voriiberlegung: Im Vergleich zur Bildgrofle tritt Mikrokalk mit verschwinden-
der Haufigkeit auf. Von den 2048 - 2048 = 4.194.304 Pixeln einer Mammographie gehéren
nur etwa 20 bis 400 Pixel zu Mikrokalk — falls in der Aufnahme tiberhaupt Verkalkungen
auftreten. Das entspricht weniger als 0,01%. Damit ein Klassifikator die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen der Klassen mit grofler Genauigkeit approximieren kann, ist es jedoch
vorteilhaft, wenn die Haufigkeiten der auftretenden Klassen in der gleichen Gréflenord-
nung liegen.

Wir 16sen dieses Problem, indem wir die Spot-Hervorhebung aus dem vorigen Kapitel zur
Grobsegmentation des Bildes verwenden. Dazu wird durch Anwenden eines Schwellwert-
operators aus dem FErgebnis der Hervorhebung eine Bindrmaske erzeugt. Der Schwellwert
ist so gewdhlt, dass alle Mikroverkalkungen in dem Binarbild auftreten.

Abbildung 7.1 zeigt die den folgenden Beispielen zugrunde liegende Situation. Der in Ab-
bildung 7.1(a) dargestellte Ausschnitt aus einer Mammographie enthilt rechts der Mitte
Mikrokalk. Weiter ist links oben ein fiir Radiographien typisches Kratz-Artefakt sichtbar.
Solche Artefakte entstehen haufig beim Hantieren mit dem Film.

Im unteren Bereich treten linienartige Gewebestrukturen auf. Abbildung 7.1(d) zeigt die
durch Schwellwertoperation auf dem durch Hervorhebung erzeugten Bild 7.1(c) entstan-

dene Bindrmaske. Dazu wurde fiir Abbildung 7.1(d) der Tiefpass-Filter bei der Rekon-

struktion weggelassen.

Wir unterscheiden in drei Klassen: Mikrokalk, Artefakt und Sonstige. Im folgenden werden
nur noch die in der Bindrmaske markierten Pixel klassifiziert. Damit sind die Klassen von
vergleichbarer Méchtigkeit.

Die Mikrokalk-Maske in Abbildung 7.1(b) ist aus der Nijmegen-Bilddatenbank iibernom-
men und manuell nachbearbeitet. Das Kratzartefakt ist die linienférmige Struktur im
linken oberen Quadranten. Die Klasse Sonstige ergibt sich durch die restlichen Punkte
der Bindrmaske 7.1(d). Dies sind im wesentlichen linienférmiges Gewebe und Gewebe-
kreuzungen.

Es sei angemerkt, dass die folgenden Beispiele an einem einzelnen Testbild nur exemplari-
schen Charakter haben. Fiir die praktische Anwendung ist dariiber hinaus zu untersuchen,
ob vergleichbare Ergebnisse auch tiber grofie Bildserien erzielt werden kénnen. Solche, auf
diese Arbeit aufbauenden Untersuchungen werden zur Zeit bei der Firma IMAGETOOL
durchgefiihrt.
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Abbildung 7.1: Bindrmaske fiir Detektion. (a) Ausschnitt aus Bild c05¢
der Nijmegen Mammographie-Bilddatenbank. (b) Mikrokalkmaske. (¢) Spot-
Hervorhebung von (a) nach Tabelle 6.2(iv). Es wurden integrierte Wavelets
mit zwei aus dem GauB-Wavelet erzeugten Richtungsfiltern und fiinf Skalen
verwendet. (d) Binarmaske, entstanden durch Schwellwertoperation auf (c).
Der Schwellwert wurde von Hand so gewéhlt, dass alle Mikroverkalkungen aus
(b) in der Bindrmaske auftreten. Dariiber hinaus erkennt man links oben das
Kratz-Artefakt sowie weitere verstreut iiber dem Schwellwert liegende Punkte.
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7.2.1 Punktweise Lipschitz-Regularitit

Die punktweise Regularitét einer Funktion wird durch die Abklingordnung ihres Wavelet-
Koeffizienten {iber Skalen charakterisiert. Vergleiche die in Kapitel 3 zitierten Satze 3.56,
3.57 und 3.58, sowie den dort auch fiir Morlet-integrierte Wavelets hergestellten Zusam-
menhang. Die punktweise Lipschitz-Regularitét ist nur fiir kontinuierliche Funktionen de-
finiert. Der Zusammenhang iiber die Abklingordnung der Wavelet-Koeffizienten, welche
auch diskret bestimmt werden kann, erlaubt, die Regularitat auch fiir diskrete Funktionen
zu schétzen.

Es stellt sich die Frage, ob auf diese Art Mikrokalk von Artefakten wie z. B. Staub oder
Kratzer im Film unterschieden werden kann. Solche Artefakte zeichnen sich durch scharf
umrandete Strukturen mit hohem Kontrast aus. Dagegen ist Mikrokalk, zumindest bei
hoher Auflésung, glatt.

Beispiel 7.1 Abbildung 7.2 zeigt die kontinuierliche Wavelet-Analyse eines eindimen-
sionalen Schnitts mit einem Gaufl-Wavelet. Dieses besteht aus sechs Schnitten durch
Mikrokalk sowie Artefakte in Abbildung 7.1(a). Die zu Artefakten gehérenden Maxima-
Linien des Wavelet-Koeffizienten sind durch gestrichelte Linien markiert, die zu Mikrokalk
gehorenden durch durchgezogene Linien.

In Abbildung 7.3 sind die Betrdge dieser Maxima-Linien aufgetragen. Die Achsen sind
logarithmisch skaliert, damit ist die Steigung im Bild proportional zur Abklingordnung
des Wavelet-Koeffizienten. So erhélt man eine Approximation der Lipschitz-Regularitét
aus dem Betrag der Steigung. Die Wavelet-Koeffizienten sind dazu L'-normiert.

Wir machen folgende Beobachtungen:

(i) Die Maxima-Linien in Abbildung 7.2(Mitte) verlaufen im fiir die Bestimmung der
Abklingrate interessanten Bereich der feinen Skalen am unteren Bildrand fast senk-
recht. Dies liegt daran, dass dieser Bereich nahe der Abtastrate liegt. Das bedeutet,
dass bei der praktischen Umsetzung kein wesentlicher Unterschied zwischen der Be-
trachtung des Koeffizienten entlang der Maxima-Linie oder entlang der Senkrechten
WTyf(b,.) besteht. Die zweite Variante ist numerisch stabiler und schneller, da die
aufwendige Verkettung der Maxima iiber Skalen wegfallt.

(ii) Die Kurven in Abbildung 7.3 konvergieren fiir feine Skalen, rechter Bildrand, fiir alle
Koeffizienten gegen die gleiche Steigung, also gleiche Abklingordnung des Wavelet-
Koeffizienten. Dies liegt daran, dass das Signal diskret gegeben ist. Damit treten
jenseits der der Nyquist-Rate entsprechenden Wavelet-Skala keine feineren Details
auf. Die Schéatzung der Steigung sollte also auf ausreichend grofien Skalen erfolgen.

(iii) Der Betrag der zu Mikrokalk gehorenden und der zu Artefakten gehorenden Ma-
xima-Linien in Abbildung 7.3 ist vergleichbar und in beiden Fillen grofier als bei
Hintergrundstrukturen. Beide Klassen haben daher auch lange Maxima-Linien.
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Abbildung 7.2: Wavelet-Analyse eines Schnitts. Das Signal f ist unten
dargestellt. Es besteht aus sechs Schnitten durch Mikrokalk sowie Artefakte
in Abbildung 7.1(a) und zeigt vier Kratz-Artefakte und vier Mikroverkalkun-
gen. Oben ist die kontinuierliche Wavelet-Analyse WT, f mit Gaull-Wavelet
dargestellt. Die mittlere Abbildung zeigt das Maxima-Skelett, vgl. Definition
6.2, verbunden iiber Skalen. Die zu Artefakten gehdérenden Maxima-Linien

sind durch gestrichelte Linien markiert, die zu Mikrokalk gehérenden durch
durchgezogene Linien.

(iv) Ein Unterschied liegt im Abklingverhalten. Die Steigung der Maxima-Linien in Ab-
bildung 7.3 ist bei Artefakten (gestrichelt) geringer als bei Mikrokalk (durchgezo-
gen). Dies entspricht der erwarteten geringeren Regularitat der Artefakte.

a

Der Betrag der Wavelet-Koeffizienten geht in die Lipschitz-Regularitdat nicht ein, d.h.
kleinste Spriinge sind mit groflen gleichgestellt. Die punktweise Regularitat wird durch
Rauschen bestimmt. Eine Trennung zwischen Mikrokalk und Gewebehintergrund anhand
der Lipschitz-Regularitét ist nicht moglich.

Jedoch zeigt das Beispiel, dass Mikrokalk und Kratz-Artefakte unterschiedliche Lipschitz-
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Skala

Abbildung 7.3: Amplitude einiger Wavelet-Koeffizienten entlang
Maxima-Linien. Die Achsen sind logarithmisch skaliert, somit entspricht die
Steigung im Bild der Abklingordnung des Wavelet-Koeffizienten. Die zu Ar-
tefakten gehérenden Maxima-Linien sind durch gestrichelte Linien markiert,
die zu Mikrokalk gehérenden durch durchgezogene Linien. Gepunktete Linien
zeigen sonstige Pixel. Die Wavelet-Koeffizienten stammen aus Abbildung 7.2.

Regulariat besitzen, also durch das Verhalten der Wavelet-Koeffizienten entlang der Ma-
xima-Linie unterschieden werden kénnen. Dies entspricht dem durch unser Mikrokalkmo-
dell prognostizierten Verhalten. Im Gegensatz zu vielen Ansdtzen in der Literatur, die
Mikrokalk mit Kantendetektoren finden, wurde Mikrokalk hier gezielt nicht als Kante
modelliert.

Der Erfolg dieses Ansatzes hédngt auch von der Bildauflésung ab. Bei hoher Auflésung un-
terscheiden sich Mikrokalk und Kratzer deutlich. Dagegen werden Artefakte beim Scannen
in geringer Bildauflésung geglittet und sind nachher kaum noch von Mikrokalk unter-

scheidbar. Den gleichen Effekt kann die Rauschfilterung haben.

7.2.2 Abklingverhalten

Die Lipschitz-Regularitat ist ein auf Wavelet-Koeffizienten berechnetes und durch das Mi-
krokalkmodell motiviertes Merkmal. Wir betrachten nun die Wavelet-Koeffizienten direkt
und fragen, ob sich die fiir die Unterscheidung zwischen Artefakt und Mikrokalk notwen-
dige Information direkter und robuster gewinnen lésst als durch Schatzen der Lipschitz-
Regularitét.

Beispiel 7.2 Abbildung 7.4(a) zeigt Werte der Wavelet-Koeffizienten aus Abbildung
7.1(a) iiber vier Skalen. Das Wavelet ist ein Gaufl-Wavelet. Die zu Mikrokalk gehéren-
den Linien sind gepunktet, die zu Artefakten gehérenden gestrichelt.
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Abbildung 7.4: Abklingen von Wavelet-Koeffizienten. (a) Wavelet-
Koeffizienten fiir Mikrokalk und Kratzartefakt iiber vier Wavelet-Skalen. (b)
Die Werte auf Wavelet-Skala 2 und 4 aus Bild (a) sind horizontal und ver-
tikal aufgetragen. Die zu Mikrokalk gehérenden Punkte sind durch Kreise,
Artefakte durch Kreuze markiert.

Man erkennt, dass die Steigungen in den beiden Klassen unterschiedlich sind. Wahrend die
Unstetigkeiten des Kratz-Artefakts vom Betrag ndherungsweise konstante Maxima-Linie
besitzen, klingen die zu Mikrokalk gehorenden Koeffizienten iiber Skalen hinweg ab.

In Abbildung 7.4(b) wurde Skala 2 gegen Skala 4 angetragen. Mikrokalk und Artefakt
lassen sich durch eine Gerade gut trennen. Dies kann z. B. durch Fishers lineare Diskri-
minante als Klassifikator [DH73] erfolgen. O

Alternativ zur Lipschitz-Regularitat oder dem in Abbildung 7.4(b) vorgestellten Merkmal
(WTyf(byaz), WTyf(b,as)) konnen aus den Koeffizienten andere Merkmale berechnet
werden. Ein Beispiel dafiir ist [Net98]. Dort werden Maxima iiber Skalen einer scale-space
Zerlegung betrachtet und das Maximum und der Betrag der scale-space Darstellung an
dieser Stelle als Merkmal verwendet. Allerdings geht bei diesem Ansatz zu viel Information
verloren. In [Net98] kann mit diesem Merkmal nicht zwischen Artefakt und Mikrokalk
unterschieden werden.

In Abschnitt 7.3 wird der Schwerpunkt {iber Skalen als Merkmal fiir die Hervorhebung
von Mikrokalk verwendet.

7.2.3 Skala-Winkel Darstellung

Bisher haben wir Orientierung als Merkmal ignoriert. Diese ist aber wesentlich fiir die
Unterscheidung zwischen Mikrokalk und anderen Strukturen, wie die folgenden Beispiele
zeigen.
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Wir stellen dazu eine Visualisierung von Wavelet-Koeffizienten mit Richtungsinformation
vor. Von J.-P. Antoine et. al. wird in [AM96, AMV99] eine Skala-Winkel-Darstellung
(scale-angle representation) der kontinuierlichen Wavelet-Transformierten vorgeschlagen.
Sie ist fiir festes b € R? definiert als Schnitt bxR73 x.SO(2) durch die Wavelet-Koeffizienten.
Es wird also die gesamte Information iiber den festen Punkt b dargestellt. Damit kann
aus der Darstellung abgelesen werden, auf welcher Skala welche Richtungsinformation
dominiert.

Beispiel 7.3 Abbildung 7.5 zeigt Skala-Winkel-Darstellungen an einem Testbild. Darge-
stellt sind die Betrage der Wavelet-Koeffizienten der CW'T in Polarkoordinaten in 16 Rich-
tungen auf 12 Skalen. Der innerste Kreis entspricht der feinsten Skala. Die Skalen werden

nach auflen hin gréber. Als Wavelet wird ein Cauchy-Wavelet verwendet [AM96, AMV99].

Abbildung 7.5(b) zeigt die Skala-Winkel-Darstellung des Kreuzungspunktes im Testbild.
In den vier Richtungen der Kreuzung haben die Wavelet-Koeffizienten groflen Betrag.
Dieser ist tiber Skalen hinweg etwa auf einem Kreisring mit Radius 4 maximal. Abbildung
7.5(c) zeigt den kleinen Punkt im Testbild links unten. Die Skala-Winkel Darstellung ist
wie erwartet isotrop. Abbildung 7.5(d) zeigt den groferen Hiigel im Testbild rechts unten.
Die Skala-Winkel Darstellung ist &hnlich 7.5(¢) isotrop, jedoch wird das Maximum iiber
Skalen auf einer grofleren Skala angenommen. Dies entspricht dem gréfleren Durchmesser
des Hiigels. O

Beispiel 7.4 Abbildung 7.7 stellt Skala-Winkel-Darstellungen typischer Strukturen in
Mammographien dar. Abbildung 7.7(a) gehért zu einem Kratz-Artefakt. Die Skala-
Winkel-Darstellung zeigt, dass das Artefakt eine gerichtete Struktur auf feinen Skalen ist.
Abbildung 7.7(b) gehort zu einer Gewebekreuzung. Man erkennt vier von dem Punkt aus-
gehende gerichtete Strukturen. Abbildung 7.7(c) gehort zu einer gerichteten Gefafistruk-
tur, Abbildung 7.7(d) zu Mikrokalk. Dieser ist zwar nicht so schon isotrop wie in den
Testbildern Abbildung 7.5(c) und 7.5(d). Trotzdem ist ein deutlicher Unterschied zu der
Gewebekreuzung und der gerichteten Gefafistruktur sichtbar. O

Um die Richtungsinformation zu nutzen, fithren wir ein skaleninvariantes Rotationsmafl

da
R(b.p) = | WTuf(b,a,p)
R a
ein. Dieses ist unabhéngig von der Skala und gibt an, wie stark eine Funktion im Punkt
b in Richtung p gerichtet ist. Fiir dieses Rotationsmafl berechen wird die Autokorrelati-
onsfunktion Rz bzgl. der Rotation p:

Rr(b,p) = o R(b,r)R(b, 1+ p)dr /|| R(D, )]l

Laut Modell ist Mikrokalk isotrop, die Autokorrelationsfunktion Rz sollte also ndhe-
rungsweise konstant sein.
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Abbildung 7.5: Skala-Winkel Darstellungen eines Testbildes. (a) Test-
bild. (b) Skala-Winkel Darstellung des Kreuzungspunktes in (a). Helle Punkte
stehen fiir grofle Betrage des Wavelet-Koeffizienten. (c¢) Skala-Winkel Darstel-
lung des kleinen Punktes in (a). Dariiber Querschnitt entlang der x-Achse. (d)
Analog (c) fiir den groflen Hiigel in (a). Man erkennt, dass die Extrema iiber
Skalen auf einer Skala weiter auflen als in (c) liegenden.
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Abbildung 7.6: . Ausschnitt aus Abbildung 7.1(a). Markiert sind die Punkte
b fiir die folgenden Skala-Winkel Darstellungen.

Beispiel 7.5 Abbildung 7.8 zeigt die Autokorrelationsfunktion Rz in den Punkten b aus
Abbildung 7.7(a) tiber 16 Winkel. Der Wert 5 steht fiir eine Rotation um /2, der Wert
9 steht fiir eine Rotation um 7. Grofle Werte der Autokorrelationsfunktion weisen auf
Periodizitat mit einer dem Winkel entsprechenden Periode hin.

Man erkennt in 7.8(a) und 7.8(c) deutliche Maxima bei Rotation um 0 und 7. Dies ent-
spricht der stark linienférmigen Struktur.

Abbildung 7.8(b) weist viele Maxima von geringem Betrag auf. Die zugehorige Gewebe-
kreuzung hat damit keine ausgepragte Periodizitat.

Abbildung 7.8(d) besitzt dagegen eine fast konstante Autokorrelationsfunktion. Dies be-
deutet, dass das der Mikrokalk n&dherungsweise rotationsinvariant ist. O

Das zweite Beispiel zeigt, dass die in der Wavelet-Transformation enthaltene Richtungs-
information geeignet ist, Gewebekreuzungen und gerichtete Strukturen von Mikrokalk zu
unterscheiden. Dies ist mit nur zwei Richtungsfiltern, die den Gradienten schitzen, nicht
moglich.
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Abbildung 7.7: Skala-Winkel Darstellungen einer Mammographie.
(a) Artefakt, links mitte (b) Gewebekreuzung, oben (c) GefaBstruktur, links
unten (d) Mikrokalk, rechts.
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() (d)

Abbildung 7.8: Autokorrelationsfunktion zu den Skala-Winkel Dar-
stellungen. Dargestellt sind die Autokorrelationsfunktionen bzgl. p des ska-
leninvarianten Rotationsmafles R zu den Skala-Winkel Darstellungen der Ab-

bildungen 7.7(a)-(d).
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7.2.4 Normierte Korrelation

M. Duval-Destin untersucht in seiner Dissertation [DD91] die Verarbeitung visueller Reize
durch unser Gehirn und findet dabei Analogien zu Wavelet-Zerlegungen. Er verwendet
Wavelets auch zur Definition eines lokalen Kontrast-Begriffes, den wir im folgenden Nut-
zen.

Ein Problem bei Betrachtung der Wavelet-Koeffizienten als angepasstes Filter ist, dass
Korrelation mit dem gesuchten Muster und Intensitdt des Signales vermischt sind. Da
Mikrokalk aber mit starken Intensitdtsunterschieden auftritt, besteht Interesse an einem
Merkmal, welches Intensitét und Korrelation trennt. Wir zeigen, dass sich der lokale
Kontrast dafiir sehr gut eignet.

Definition 7.6 Sei v € L*(R™) ein Wavelet und ¢ € L*(R™) die assoziierte Skalierungs-
funktion. Der lokale Kontrast C,(f)(b) von f im Punkt b zur Skala a ist definiert
durch
i <f7 U(b,a)¢>

CLUN0) = 1)
Dies kann als Vergleich des Anteils in Skala a (Z&hler) zu dem niederfrequenten Hin-
tergrund (Nenner) interpretiert werden. Der Kontrast ist um so grofier, je groBer der
Wavelet-Koeffizient der Skala ¢ im Vergleich zum Hintergrund ist. Wesentlicher Vorteil
dieses MaBes ist, dass es eine lokale Kontrastaussage liefert. Der Grad der Lokalisierung
wird durch den Skalenparameter a gesteuert.
Wir betrachten eine zweite, fiir uns niitzliche Interpretation als normierte Korrelation. Der
Wavelet-Koeffizient beschreibt die Korrelation mit dem angepassten Filter, aber gewichtet
mit der Intensitdt des Signales. Durch obige Division féllt die Skalierung von f heraus,

C,(f) ist homogen.

Bemerkung 7.7 Fiir (Morlet-) integrierte Wavelets kann der lokale Kontrast definiert
werden durch

<f7 qu}j> _ <f7 qu}j>
([ Upape) SIS (f. Ty

Coy (F)(0) := (7.2)

Dies gilt mit
“ da’ it .
<f7 U(b,a])gﬁ> = / <f7 U(b,a’)¢>7 = Z<f7 qu;z>‘
e =0
Damit kann C,(f) leicht aus der integrierten Wavelet-Transformation berechnet werden.
O

Bemerkung 7.8 Es gibt ein Problem bei der Division, falls der Nenner nahe oder gleich
Null ist. Daher wird die Division nur fiir Werte durchgefiihrt, fiir die gilt ‘<f, U(b@])c,o}‘ >
€‘<f, U(b7a)@/)>‘ mit festem & > 0. Restliche Werte von €, werden Null gesetzt. Fiir die De-
tektion von Mikrokalk ist dies ohne Bedeutung, da dort die Wavelet-Koeffizienten grofien
Betrag haben, also sicher von Null verschieden sind. O
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Beispiel 7.9 Abbildung 7.9(a) zeigt ein Beispielbild f mit verschiedenen Gaufi-Hiigeln.
Das Wavelet hat denselben Durchmesser wie der kleinste Hiigel. Deren Durchmesser
nimmt in z-Richtung bei konstantem maximalen Betrag zu. In y-Richtung ist der Durch-
messer konstant, der Betrag nimmt ab. In Abbildung 7.9(b) ist eine Wavelet-Skala WT,, f
von (a) dargestellt. Abbildung 7.9(c) zeigt den lokalen Kontrast C, f zu der Skala. Werte
kleiner —0.1 wurden auf Null gesetzt.

Abbildung 7.9: Normierte Korrelation. (a) Ein Testbild aus Gauf}-
Hiigeln mit in x-Richtung wachsendem Durchmesser bei konstanter maxima-
ler Intensitdt und in y-Richtung fallender Intensitét. (b) Eine Wavelet-Skala
WTyf(.,a0) von (a). (c¢) Der lokale Kontrast Cy,(f) auf der Skala ag aus (b).

Wir beobachten:

(i)

(iii)

Der Betrag der Maxima des Wavelet-Koeffizienten in 7.9(b) nimmt in z-Richtung
zu. Dies liegt daran, dass die L?>-Norm der Hiigel in 7.9(a) mit dem Durchmesser
in z-Richtung starker wichst, als die (L*-Norm-bereinigte) Korrelation mit dem
Wavelet abnimmt.

Der Betrag der Maxima des Wavelet-Koeffizienten in 7.9(b) ist in y-Richtung pro-
portional dem Original (a). Dies folgt direkt aus der Linearitat der Wavelet-Trans-
formation.

Damit sind die Korrelation mit dem Wavelet und die Intensitdt des Signales im
Wavelet-Koeffizienten vermischt.

Der Betrag der Maxima des lokalen Kontrastes C, f in Abbildung 7.9(c) ist in -
Richtung fallend. Die Betrage entsprechen der Korrelation mit dem Wavelet der
Skala. Das Wavelet hat denselben Durchmesser wie der kleinste Hiigel. Damit ist
die Korrelation auf der hinteren Reihe am grofiten. Entsprechend fallen die Maxima
in z-Richtung.
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(iv) Der Betrag der Maxima des lokalen Kontrastes C,f in Abbildung 7.9(c) ist in y-
Richtung konstant. Damit ist die, im Original in y-Richtung variierende, Intensitét
des Signales herausnormiert.

Der lokale Kontrast C, f ist also ein intensitdtsinvariantes Maf fiir die Korrelation
mit dem Wavelet.

Beispiel 7.10 Abbildung 7.10 zeigt die Anwendung des lokalen Kontrastes auf eine Mam-
mographie. Analog zu Abbildung 7.4 sind in Abbildung 7.10(a) die lokalen Kontastwerte
C.f fiir Mikrokalk und Kratzartefakt iiber vier Wavelet-Skalen angetragen.

Fiir Abbildung 7.10(b) wurden die Werte auf Wavelet-Skala 1 und 3 aus Bild (a) hori-
zontal und vertikal aufgetragen. Die zu Mikrokalk gehérenden Punkte sind durch Kreise,
Artefakte durch Kreuze markiert.

Abbildung 7.10: Abklingordnung von Kontrast-Koeffizienten. (a)
Lokale Kontastwerte C,f fiir Mikrokalk MC und Kratzartefakt iiber vier
Wavelet-Skalen. (b) Die lokalen Kontastwerte zu Skala 1 und 3 aus Bild (a)
sind horizontal und vertikal aufgetragen. Die zu Mikrokalk gehérenden Punkte
sind durch Kreise, Artefakte durch Kreuze markiert. (¢) Zum Vergleich Ab-
bildung 7.4 mit Wavelet-Koeffizienten iiber Skalen.

Im Vergleich zu Beispiel 7.2 hat sich die Trennschérfe nur unwesentlich verandert. Dafiir
ist die Ausdehnung der Klassen jeweils auf einen kleineren Raum geschrumpft. Dies ergibt
sich durch die Skalierungsinvarianz des lokalen Kontrastes.

Damit fithrt der lokale Kontrast auf eine gegeniiber Intensitdtsschwankungen im Bild
robustere Darstellung. O
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7.3 Hervorhebung von Mikrokalk mit skaleniibergrei-
fendem Operator

In Kapitel 6 wurde darauf hingewiesen, dass skalenweise Enhancement-Operatoren die
Vorteile der Wavelet-Transformation nicht voll ausnutzen. Schwerpunkt der Diskussion
in den Beispielen in Abschnitt 6.9 war der Vorteil integrierter Wavelet-Frames iiber klas-
sischen Diskretisierungen. Ich habe dort jedoch keinen skaleniibergreifenden Operator
vorgestellt. Dies soll hier, die Ergebnisse des letzten Abschnitts 7.2 nutzend, nachgeholt
werden. Dazu wird der Operator zur Spot-Hervorhebung aus Abschnitt 6.9.3 modifiziert.

Definition 7.11 Sei ein Gewichtungsfaktor S > 0 gegeben. Als Mikrokalk-Hervorhe-
bung bezeichnen wir den Operator MC : I*(T') — [*(T),

MC(F)(b,j,1) = (1 +SM;(b)K))F(b,j,1) falls M;(b) >T; und 0 < j < Jmaz,
R P R) falls M;(b) < T,

wobei F € I*(T') und (b,7) € T.
Der Schwellwert T; und das Gewicht K; sind wie in Definition 6.17 zur Spot-Hervorhebung
zu wdhlen. Fir die Gewichtsfunktion M betrachten wir zwei Varianten:

() M(8) = {é\@(b) fol 2. SVTYNG..) <3
M;(b)  falls 2 < S(WTy(f)(b,.)) <3
(ii) M;(b) := und C,, (f) + Coy(f) > 0.2,

0 sonst.

Dabei bezeichnet M; die Gewichtsfunktion aus Definition 6.17.
S((l‘l, o ,l’n)> = <E?:1 ]:1;]> / <E?:1 l’j) bezeichnet den Schwerpunkt iber Skalen.

Der Operator unterscheidet sich von der Spot-Hervorhebung also durch eine, durch Hin-
zufiigen weiterer Merkmale ausgediinnte Maske M.

Motivation fiir den Schwerpunkt S iiber Skalen sind die Betrachtungen zum Abklingver-
halten in Abschnitt 7.2.2. Der Schwerpunkt soll Mikrokalk von Kratz-Artefakten trennen.
Der lokale Kontrast C, ist durch Abschnitt 7.2.4 motiviert. Es werden nur noch Punkte
mit positiver normierter Korrelation hervorgehoben. Der geringe Schwellwert von 0,2 ist
notwendig, da Mikrokalkherde in der Praxis deutlich vom modellierten Gau8-Signal ab-
weichen.
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Bemerkung 7.12 Dieser Ansatz kann sicher verfeinert werden. Der Operator MC' soll
nur das Prinzip demonstrieren, dass skaleniibergreifende Information fiir die Hervorhe-
bung vorteilhaft ist.

Die Schwellwert-Konstruktion M;(b) > T} ist ein explizit als Funktion konstruierter
Klassifikator. Die implizit verwendete Klassifikation durch die Maske M, definiert im
Merkmalraum einen Quader, da die Merkmale logisch und-verkniipft werden. So kann
insbesondere kleiner Mikrokalk schnell iibersehen werden, wenn er nur eines der Kriterien
nicht erfiillt. Solche Konstruktionen werden in der Mustererkennung iiblicherweise abge-
lehnt. Stattdessen werden die in die Berechnung von M eingehenden Komponenten als
Merkmalsvektor zusammengefasst und Standard-Klassifikatoren, wie in Abschnitt 5.3.3
vorgestellt, mit geeigneter Flexibilitat verwendet. Diese lassen sich anhand von Testdaten
einstellen bzw. trainieren und sind , handgestrickten“ Funktionen im allgemeinen iiberle-
gen. O

Beispiel 7.13 Abbildung 7.11 zeigt ein Beispiel. 7.11(a) zeigt einen Ausschnitt aus Abbil-
dung 7.1(a). In 7.11(b) ist zum Vergleich die Spot-Hervorhebung mit integriertem Gauf-
Wavelet wie in Beispiel 6.19 dargestellt.

Abbildung 7.11(c) zeigt die Hervorhebung von Mikrokalk mit dem Operator MC' nach
Definition 7.11(i), Abbildung 7.11(d) die Hervorhebung nach Definition 7.11(ii).

Wir machen folgende Beobachtungen:

(i) Die Spot-Hervorhebung in Abbildung 7.11(b) verstarkt neben Mikrokalk auch das
Artefakt links oben im Bild.

(ii) Der Kontrast ist in 7.11(c) nur unwesentlich besser als im Vergleichsbild 7.11(b)
mit Spot-Hervorhebung. Aber das Artefakt wird nicht mehr hervorgehoben. Dies
liegt an der Schwerpunkt-Bedingung. Dieser liegt fiir das Artefakt, vergleiche Ab-
schnitt 7.2.2, auf einer kleineren Skala.

(iii) Der Kontrast ist in 7.11(d) besser als in 7.11(c). Dies lasst sich durch die verwendete
normierte Korrelation begriinden. Die groflen Kalkherde am rechten Bildrand ha-
ben nur geringe Korrelation mit dem kleineren Wavelet. Wéhrend dies bei Wavelet-
Koeffizienten durch die grofie Intensitiat der Kalkherde ausgeglichen wird, féllt das
MafBl C,(f) unter den in Definition 7.11(ii) eingefiihrten Schwellwert. Damit wird
kleiner Mikrokalk im Vergleich zu grofen Verkalkungen stéarker angehoben, die mitt-
lere Kontrastverbesserung nimmt zu.

a

Das Beispiel demonstriert den Nutzen der skaleniibergreifenden Information fiir die Her-
vorhebung von Mikrokalk. In Abschnitt 6.4 wurden zwei Sichtweisen auf die verwendete
Filterbank diskutiert: Zum einen gibt es die Interpretation als angepasstes Filter mit
skalenweisen Merkmalen wie Maxima innerhalb einer Skala. Zum anderen erlaubt die
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() (d)

Abbildung 7.11: Skaleniibergreifende Hervorhebung. (a) Ausschnitt
aus Abbildung 7.1(a). (b) Spot-Hervorhebung mit integriertem Gaufl-Wavelet
wie in Beispiel 6.19. (¢) Hervorhebung von Mikrokalk mit dem Operator aus
Definition 7.11(i) und (d) mit dem Operator aus Definition 7.11(ii). Die Kon-
trastverbesserung, definiert wie in Tabelle 6.2, betragt (a) 1, (b) 1,84, (c) 1,88,
(d) 2,07. In (¢) und (d) wird das Kratzartefakt links oben nicht hervorgehoben.
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Interpretation als Wavelet-Koeffizient skaleniibergreifende Merkmale wie Lipschitzregu-
laritat und Abklingordnung. Die in diesem Beispiel demonstrierte Kombination beider
Sichtweisen fithrt zu den einzelnen Methoden iiberlegenen Resultaten.

Damit werden in dieser Arbeit alle Komponenten der Hervorhebung in Frames, wie sie
in Abschnitt 6.3 beschrieben wurden, optimiert: In Abschnitt 6.9.3 wurde mit der in-
tegrierten Wavelet-Transformation eine problemangepasste Diskretisierung der Wavelet-
Transformation eingefithrt. Weiter wird das Gauf-Wavelet als an Mikrokalk angepasstes
Filter verwendet. Weiter erlaubt die Morlet-Rekonstruktion eine schnelle Synthese des Bil-
des. In diesem Abschnitt wurde abschliefend ein durch die Wavelet-Theorie motivierter
verbesserter Enhancement-Operator £ entwickelt.
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Anhang A

A.1 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation F auf L'(R™) ist definiert durch

1

Fflw):= f(w) = W - f(x)e ™" dz, Yw € R™.

Die Fourier-Transformation (auch Plancherel-Transformation) F auf L*(R™) ist ge-
geben durch die eindeutige stetige Fortsetzung von F auf der dichten Teilmenge L'(R™)N
L*(R™).

Die Fourier-Transformation ist eine Isometrie zwischen L*(R™) und Lz(]ﬁ?ﬂ) (Plancherel-
Identitét). Thre Inverse ist durch den adjungierten Operator gegeben F~'f = F*f =

F(f), f € LQ(@“). Die Parseval-Formel lautet fiir f,g € L3(R™): (f,g) = (f,9).
Fiir die in Kapitel 1 eingefiithrten Operatoren gelten die folgenden Vertauschungsrelatio-
nen:

Fly = IWJF, beR™
FD,=DyF,  a>0
FR,=R_,F, p € SO(m)
Fi=Ff,  fel*R"
Dabei bezeichnet By f(w) := ¢ f(w) die Modulation auf L*(R™).
Die Faltung fiir f € L?(R™) und g € L'(R™) ist gegeben durch

frglx):= [ flyglz —y)dy, VreR™
Rm
Es gilt f+xg € LP(R™). Fir f € L*(R™) und ¢ € LYR™) N L*(R™) gilt dann der

Faltungssatz

F(f*g)=(2n) " FfFyg.
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Lemma A.1 (i) Falls f € LY(R) und f' € LX(R), dann folgt iwf(w) = f'(w).

(ii) Falls f € Ll( Jund F(z):=xz- f(z) € LY(R), dann ist f differenzierbar und es gill
(f)(w) = =iF(w).

(iii) Falls f € LY(R) und " € L*(R)N L*(R), dann ist wf(w) € L*(R).
(iv) Falls f € LY(R) und z - f(z) € L*(R) N L*(R), dann ist (f) € L*(R).
Auf LY([—m, #]™) ist die Fourier-Reihe definiert durch

F 1 —ik-x m
f(k):= W/[_M]m f(x)e™*dze,  VkeZ™

Die Rekonstruktion fiir f € [*(ZF) ist gegeben durch

f(xz m/22f et

kezm™

Fir L*([—n,7]™) C LY([—n,x]™) gilt die Plancherel-Identitat || f||2(—r.n=) = || flle@
Die Parseval-Formel lautet {f, g)r2((—xxm) = <f7g>l2(Zm).

Satz A.2 (Summationsformel von Poisson) Sei f € L'(R). Weiter sei F(z) =
Y onez flx 4 2mn) defindert fiir jene x € [—m,x], fir die der Grenzwert existiert. Dann
gelten

(i) Die Reihe F(x) konvergiert absolut fir fast alle ¥ € [—m, 7] und es gill F €
LY (=m,m) mit ||Fpr—nm < 1|z

(ii) Fs gilt F(n) = Ff(n) fir alle n € Z.
(iii) Fir f € LYR)NC(R) gilt

= fle+2mn) = (2r)72> " fn)e™,  Va€[-m, 7).

nEZ neZ

A.2 Begriffe der Zeitreihenanalyse

Reale Daten fithren zwingend auf ein stochastisches Modell des Signales als eine Rea-
lisierung eines mit Rauschen {iberlagerten Prozesses. Die stochastische Modellierung ist
Grundlage fiir Methoden, um Rauschen zu entfernen. Wir fithren dazu Grundbegriffe ein.
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Definition A.3 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-Raum.

Sei (9,8) ein Mef-Raum mit S vollstindig separabler metrischer Raum und S Borel’sche
o-Algebra tber S. Dann heifit eine messbare Abbildung X : (2, A) — (5,S) zufélliges
Element von S. Die Verteilung von X ist das durch P o X~' definierte Wahrschein-
lichkeits-Maf auf (S,S).

Ist S = R, so heifit X reelle Zufallsvariable. Ist 5 = R™, so heifit X = (X,)nez
stochastischer Prozess in diskreter Zeit. Ist S = C(R), so heifit X = (X;)ier
stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden in R.

Nach dem Konsistenzsatz von Kolmogorov ist die Verteilung eines stochastischen Pro-
zesses X = (Xi)ier unter obigen Forderungen an S eindeutig durch die Verteilungen X;
bestimmt. Dies gilt fiir beliebige, auch kontinuierliche Indexmengen T'.

Im folgenden ist T" eine Indexmenge mit additiver Struktur, z. B. T'=Z" oder T' = R™.

Definition A.4 Sei X = (X,)ier ein stochastischer Prozess und Xy < oo fir allet € T.
Der Erwartungswert (auch ensemble average) von X ist E(X) := [, X(w)dP(w).

Die Autokovarianz von X ist definiert als
vx(r,s):=cov (X,, Xs) =F [(X,, — E(X,,)> (XS — E(X5)>] , r,sefl.

Der Prozess X heifit schwach stationdr, falls gelten

(i) B|X* < oo, vVieT
(i) BE(X:) =p,  WeT
(iii) vx(r,s) =yx(r+ h,s+h), Vr,s,heT

Wir schreiben dann vx(h) := vx(h,0).
Die Korrelation ist definiert als
cov (X5, Xt)
1) := .
px(s,1) v/var X var X;

Iir einen schwach stationdren stochastischen Prozess ist die Autokorrelation gegeben

durch

Beispiel A.5 Sei (X}):ez ein schwach stationérer stochastischer Prozess mit £(X;) =0
fiir alle ¢t € Z. Falls fiir die Autokovarianz gilt

ot h=0,
y(h)y =49 *
0 h#£0,

dann heift (X;):ez weiBles Rauschen (white noise) mit Erwartungswert 0 und Varianz
2
Jx- O

207



Man kann zeigen, dass die Menge der Autokorrelationsfunktionen schwach stationarer
stochastischer Prozesse (X;);ez genau die Menge der nichtnegativ definiten Funktionen
~v : Z — R ist. Das erlaubt mit dem folgenden Satz eine Spektraldarstellung stationarer
Prozesse.

Satz A.6 (Bochner-Herglotz) Es sind dquivalent:
(i) v : Z — C ist nichtnegativ-definit

(ii) y(h) = [T €™ dF(v), h € Z, wobei I rechisseitig stetige, nichtfallende, beschrinkte
Funktion auf [—m, ] ist, mit F(—7m) =0 (Mafdefinierende Funktion).

Die Funktion F heifit Spektralverteilungsfunktion (power spectrum). Fulls F' eine
Lebesgue-Dichte [ besitzt, heifit f Spektraldichte von ~.

Definition A.7 Die Autokovarianzfunktion von f € L'(R) lautet
/ fla)flx+t)d teR.

Die Autokovarianzfunktion einer Realisierung X (., w) eines stochastischen Prozesses X
kann als einfacher Schatzer fiir die Autokovarianz betrachtet werden.

Definition A.8 FEin schwach stationdrer stochastischer Prozess heifit ergodisch, falls
gelten

(i) E(X(1)) = ¢1 unabhingig von t € R
fR w)dt = ¢y fiir fast alle w € Q
(iil) E(X(1) = [p X(t,w)dt

Fiir einen ergodischen Prozess X = (X})ier ist die Autokovarianzfunktion von X(.,w)
unabhédngig von der Realisierung w €  und identisch zur Autokovarianz. Ein ergodischer
Prozess X wird durch die Autokovarianzfunktion einer Realisierung bereits charakteri-
siert.
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Symbolverzeichnis

Raume
A(G) Fourier-Algebra zu L'(G), 51
FFy Menge der Wavelet-Familien fester Faltungsoperatoren, 102
G Duale Gruppe, 51
H Dilatationsgruppe, 3
(Hj)jes Detail-Zerlegung, 88
Hy Verallgemeinerter Hardy-Raum, 4
IWg Menge der integrierten Wavelets, 102
Lip*(O) gleichméfig Lipschitz auf O, 79
Lip™(xo) punktweise Lipschitz in zq, 79
Operatoren
- Involution, 6
Cyn Crosskernel, 15
D, L?*mormierte Dilatation, 6
D, L'-normierte Dilatation, 8
FEL Mellin-Transformation, 98
F Pseudoinverse, 34
R, Rotation, 6
T, Translation, 6
U quasiregulare Darstellung, 3
U L'-normierte quasiregulire Darstellung, 8
WT Kontinuierliche Wavelet-Transformation, 2
wr L'-normierte Wavelet-Transformation, 8
WT,f Wavelet-Koeffizient, 2
Funktionen
d(f)a.p (Morlet-)Detail, 51, 65
D;, D, (Morlet-)diskretes Detail, 53, 67, 88
\ZI\ 2R (Morlet-)integriertes Wavelet, 53, 67, 88, 90
s(f)a (Morlet-)Skala, 51, 65
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Index

Abbildungsunschérfe, 119
Affine Gruppe, 6

Affiner Frame, 35
Angepasstes Filter, 125

Brennfleckdurchmesser, 119

Detail, 51
diskretes, 53, 88
Morlet, 65
Morlet-diskretes, 67

Enhancement-Operator, 144
skalenweiser, 158
Euklidische Gruppe mit Dilatation, 6

lokale Rauschfilterung mit soft-threshold,
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lokaler Kontrast, 197

Mallat-Algorithmus, 42
Maxima-Kurve, 149
Maxima-Skelett, 149
Mikrokalk, 117
Mikrokalk-Hervorhebung, 200
Morlet-Rekonstruktion, 22

parametrische Kontrastverbesserung, 168

reproduzierende Eigenschaft, 9
reproduzierender Kern, 9

RKHS, 9

Sensitivitat, 120
Signal-Rausch Energieverhéltnis (SNR),
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Skala, 51
Morlet, 65

Skalen-Maximum, 149
Skalierungsfunktion, 30, 51
Morlet, 65
Skalierungsgleichung, 31
Spezifitat, 120
Spot-Hervorhebung, 171

Translationskovarianter Operator, 7

Wavelet, 2
infinitesimales, 50
integriertes, 53, 88
Morlet-infinitesimales, 65
Morlet-integriertes, 67, 90
Rekonstruktions-, 15
Wavelet-Familie von Faltungsoperatoren,
102
Wavelet-Frame, 35
Wavelet-Transformation
L'-normierte, 8
diskrete (DWT), 31
diskrete integrierte, 155
diskrete Morlet-integrierte, 154
dyadische (DyadWT), 38
integrierte, 54
kontinuierliche (CWT), 2
Morlet-integrierte, 67
semidiskrete, 38

Zuléssigkeit, 2
gemischte, 15
Morlet-, 22



